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Resumo

Sabemos da teoria de grupos o Teorema de Lagrange, que afirma que
a ordem de um grupo finito é divisivel pelas ordens de cada um dos seus
subgrupos. A conseqiiéncia mais importante do que se tornou conhecido
como o Teorema de Nichols-Zoeller é o analogo para algebras de Hopf:
cada algebra de Hopf finito-dimensional é livre como um mdédulo sobre
cada uma de suas subalgebras de Hopf. Teorema de Lagrange é um caso
especial, ja que algebras de grupo sao algebras de Hopf.

1 Definicoes, Propriedades e Resultados Basicos

Definicao 1.1. Seja A uma k-algebra, M um A-médulo e N um submdédulo
de M o aniquilador de N é o conjunto annq(M) ={a€ A; a-n=0 Vn € N}.

Definigao 1.2. Seja A uma k-dlgebra e M um A-médulo. Dizemos que M é
A-fiel se ann (M) = 0.

Definicao 1.3. Seja M um mddulo e seja
0=M,CM.,_1C...CMy=M (S5)

uma sequéncia finita de submédulos de M. Um refinamento (S’) para (S) é
uma sequéncia finita de submédulos

0=N,CN,1C...CNo=N (5
tal que para todo ¢ = 1,...,r existe um j para o qual M; = N;.
Definigao 1.4. Seja M um modulo e seja
0=M,CM, 1 C...CMy=M ()

uma sequéncia finita de submdédulos de M. Dizemos que (S’) é um refinamento
proprio de (S) se existir algum j tal que N; # M,;, para qualquer que seja
i =1,...,r. Quando M nao admite refinamento préprio dizemos que M tem
comprimento finito.

Definigao 1.5. Um médulo M é indecomponivel se M # 0 e nao existirem
submodulos nao triviais N e Ny tais que M = N & No.



Teorema 1.1. (Teorema de Krull-Schmidt). Todo mddulo M de comprimento
finito tem uma decomposicao em soma direta de submdodulos

M=M©®e&...5 M,

onde, para cada i = 1,...,r, M; € indecomponivel. Além disso, essa decom-
posicdo € unica a menos de isomorfismo, isto é, se

M=N&...® N,

€ outra decomposi¢ao de M como soma direta de submddulos indecomponiveis,
entdo s = r e existe uma permutacdo o do conjunto {1,...,r} talque M; ~ No
para todo i =1,...,r.

Teorema 1.2. Sejam A um anel com unidade e D um A-mddulo qualquer fixo.
Sejam M, L e N A-mddulos e p : M — N, ¢ : L — M homomorfismos de
A-mddulos sdo equivalentes:

(1) Para toda sequéncia exata curta

P ¥

0 L M N 0

a sequéncia

’ 7

0 — > Homa(N, D) —> = Homu(M, D) —*> Homa(L, D) — 0

¢ exata curta.

(2) Para todo homomorfismo injetor : L — M. Temos que )’ : Homu (M, D) —
Hom (L, D) é sobrejetor, ou seja, para todo f € Homa(L,D) existe
F € Homy(M, D) tal que o seguinte diagrama comuta

(3) Se D é um submddulo de um mddulo M entao D é somando direto de M,
ou seja, toda sequéncia exata curta

0 D M N 0
cinde.

Defini¢do 1.6. Diremos que D é um mdédulo injetivo se D satisfaz uma (e
portanto todas) das condigbes equivalentes do teorema acima.

Proposicao 1.3. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Entao H é
injetivo como H-mddulo a esquerda.



2 O Teorema de Nichols-Zoeller

Proposigao 2.1. Seja W um B-mddulo a esquerda. Entio BQW ~W @ B ~
B4mW) como B-médulos.

Demonstracdo. Primeiramente note que B ® W é um B-méddulo a,esquerda,
com a estrutura de médulo dada por h(b® w) = > h1)b ® h(z) - w. E também
um B-comddulo & esquerda com a estrutura de comédulo dada por p(b® w) =
> b1 ®by @ m. Dessa forma B® W torna-se um B-mddulo Hopf, de fato, vamos
mostrar a compatibilidade entre a agao e a coacao.
p(h(b®w)) = p(h)b® k) - w) = (ha)b)1) @ (h)b)(2) ® h(2) - w

= haymba) @ hay@)be) ® h) - w

= hyba) ® hi2)bz) ® h) - w

= hayba) ® hz)a)be) @ hz)2) - w

= h)ba) @ h)(bz) ® w)

= h)(b @ w)(1) ® hig) (b © w)(0)-

Considere agora o conjunto dos coinvariantes
n n n
(Be W)t = {Zbi®wi EBRW; P(Zbi®wi) = 1®Zbi ®wi}
i=1 i=1 i=1
¢ note que

n

Z by ® biy ® w; = P(Z bi@w;) =1® Zbi ® w; (1)

i=1 i=1 i=1

agora sem perda de generalidade tome {w;},—_, LI e considere o conjunto LI
dual {w;}!_,. Agora aplicando I ® I ® w} em 1 temos

bjy ®bjy =1 @b;
aplicando I ® € temos
bjay€(bjny) = 1e(b) = b; = 1(by)
assim temos
i=1 i=1 i=1

logo, (B@W)H = 1@W ~ W. Portanto, o teorema fundamental dos médulos
de Hopf nos diz que

BoW ~(BaW)°" @ B~W @ B~ BdmW),

Vamos considerar agora a algebra de Hopf B°P,| com a mesma multiplicagao de
B e com comultiplicacao dada por

Cc—> ZC(D X Ci2) = ZC(Q) X ca)-



Em particular W é um B¢P-mddulo a esquerda, entdao aplicando o isomorfismo
provado acima obtemos que

BP QW ~ (Bcop)(dim(W))

como B¢P-mébdulos. A estrutura de B°°P-médulo de BP @ W é dada por

b(C® w) = Z b(l)c & b(g)w = Zb(Q)C & b(l)w.

Portanto, desde que B = B¢P como algebras, nés vemos que B°? @ W ¢é
isomorfo a W ® B como B-mddulos (o isomorfismo é dado pelo twist), entao

W @ B ~ (BeP)dm(W) — pldim(W)),
O

Lema 2.2. Seja A uma k-dlgebra e M um A-mddulo o esquerda finitamente
gerado. Entio M € A-fiel se, e somente se, A é imerso em M"™ como um
A-mddulo para algum inteiro positivo n.

Demonstragdo. Se A é imerso em M"™ como A-mdédulo para algum inteiro po-
sitivo n, entao
anng(M) = anng(M™) = ann4(A) = 0,

entdo M é A-fiel. Se M é A-fiel, seja {m; - - - m, } uma base do k-espago vetorial
M. Entao definindo f : A — M™ por f(a) = (amy ---am,) para a € A é um

n
morfismo de A-médulos com ker(f) = () anna(m;) = annas(M) = 0. O
i=1
Corolario 2.3. Seja A uma k-dlgebra de dimensao finita ao qual € injetivo como
um A-mddulo a esquerda, e seja Py, --- P, tipos de isomorfismos de A-mddulos
indecomponiveis principais. Se M A-mddulo finitamente gerado, entdo M ¢é
A-fiel se, e somente se, cada P; é isomorfo a um somando direto do A-mddulo

M.

Demonstrag¢ao. O lema anterior diz que M é A-fiel se, e somente se, A é imerso
em M (™) para algum n inteiro positivo. O fato de A ser injetivo como A-médulo
é equivalente ao fato que M) ~ A @ X para algum inteiro positivo n e algum
A-médulo X. Fazendo a decomposi¢do, em ambos os lados, como soma direta
de indecomponiveis, o teorema de krull-schimdt mostra que isso é equivalente ao
fato que M contém um somando direto isomorfo a cada P; parai=1,---t. [

Proposigao 2.4. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita tal que A € injetivo
como um A-mdédulo a esquerda. Se W A-mdédulo é finitamente gerado, entdo
existe um inteiro r tal que W) = F & E para um A-mddulo livre F e um
A-médulo E o qual nio é A-fiel.

Demonstracdo. Se W nao é A-fiel, simplesmente tomamos » = 1,F = 0 e
E = W. Assuma agora que W é A-fiel. Seja A ~ Pl("l) & P™) onde
Py, --- P, sdo os tipos de isomorfismos de A-mddulos indecomponiveis principais.

Pelo coroldrio anterior temos que W ~ Pl(ml) S---P Pt(mt) @ Q para alguns
my,---,my > 0 e algum A-médulo @ tal que nenhum somando direto de @Q



é isomorfo a P;, i = 1---,t. Seja r o minimo multiplo comum dos niimeros
ni,---ng. Assim temos que

W) ~ Pl(’“ml) DB Pt(rmt) o QM.

rmy ., Trmg
ny ? ny

), digamos que a = .. Entdo

i

Seja o = min (
W(T) ~ A(a) ® Pl(rmlfanl) @@ Pt('rmt*ant) ® Q(T).
Assim basta definirmos F' = A% que é livre e
E— Pl(rml—oml) DD Pt(rmt—am,) ® Q(T),

o qual nao é A-afiel, pois ele ndo contém um somando direto isomorfo a P; (note
que rm; —an; = 0 e que usamos novamente o teorema de krull-schimidt). O

Proposicao 2.5. Seja W um B-mddulo a esquerda finitamente gerado tal que
W) ¢ um B-mddulo livre para algum inteiro positivo r. Entdo W é um B-
mddulo livre.

Demonstragao. Tome B = By @ --- ® B,, uma soma direta de B-médulos a
esquerda indecomponiveis. Se ¢t é um elemento integral a esquerda nao nula de
Bet=t;+ - +1t, é uma representacao de ¢ na soma direta acima, nés temos
que

bty + -+ bt = bt = e(b)t = e(b)ty + - -- + (b)ty,

para b € B, mostrando assim que t1, - - - , t,, sdo integrais a esquerda de B. Como
o0 espago das integrais a esquerda tem dimensao igual a 1, temos que existe um
unico j tal que t; # 0, e entdo ¢t = t;. Portanto, B; nao é isomorfo a outro B;,
jé que B; contém uma integral ndo nula e B; nao, e se f : B; — B; fosse uma
isomorfismo de B-médulos terfamos claramente que f(t) é um elemento integral
nao nulo a esquerda.

Tomemos agora P, = Bj, P, -+, P, os tipos de isomorfismos de B-médulos
indecomponiveis principais, e B ~ P}"' @ --- @ PP+ a representacao de B como
uma soma de tal médulos. Note que n; = 1. Sabemos que W () é livre como
B-médulos digo W) ~ B®) para algum inteiro positivo p. Como

W ~ B ~ pl(l’"l) Q@ ps(Pns)

o teorema de Krull-Schimidt nos mostra que a decomposi¢ao de W como uma
soma de indecomponiveis é da forma

W PI™ @ P
para alguns myq,--- ,ms. Além disso, ja que
W ~ plrm) gy g plrms),
temos obrigatoriamente pn; = rm;. Em particular p = rm;. Entao para um i

temos que pn; = rmin; = rm; entao m; = min;. Obtemos que W ~ B(ml),
um B-moddulo livre. O]



Proposigao 2.6. Seja W um B-mddulo a esquerda finitamente gerado tal que
existe um B-mddulo fiel L com L ® W ~ W(@m(L) como B-médulos. Entdo
W é um B-mddulo livre.

Demonstracao. Sabemos da proposicao 1.3 que B € injetivo como B-mddulo a
esquerda. Entdo podemos usar a proposicao 2.4 e concluir que W) ~ F ¢ E
para algum inteiro positivo 7, algum B-mddulo livre F' e algum B-moédulo E ao
qual néo é fiel. Usando a proposicio anterior é suficiente mostrar que W) é
livre. Agora temos que

LoW® ~ (Lo W) o (WEREN ) ~ (50 @dim(L)

entao podemos substituir W por W), e assumir que W ~ F @ E. Similarmente
existe um inteiro positivo s tal que L®) ~ F’ @ E’ com F’ livre e E’ néo fiel.
Como L é fiel, L(®) também é, entdo F’ # 0. Como

LO QW ~ (L@ W)®) ~ (WdmD)y(s) ~ pp(dim(L?)

ou seja, podemos substituir L por L(). Assim reduzimos ao caso L ~ F' & E'.
Denote t = dim(L). Como L ®@ W ~ W® obtemos que

FOSEOD WO~ LoW~LRF®L®FE (2)
como F é livre, temos F ~ B(@ para algum inteiro positivo ¢, assim vemos que

L®F~L®BY
~ (L® B)Y
~ (BWim(E))@ (pela proposicao 2.1)
~ Bta) ~ p®)

A equacéo 2 e o teorema de Krull-schmidt implica que E® ~ L® E. Se E # 0

temos que
EYV~LoE~(F ®E)®(E' ®F)

segue da proposigao 2.1 que
F'®E~B" @E~(B®E)" ~ BdmEr)

logo F'®F é nao nulo e livre, portanto é fiel, e entdo E®) também é, contradicio.
Isto mostra que £ =0 e entao W é livre. O

Proposicao 2.7. Seja H uma dlgebra de Hopf e B uma subdlgebra de Hopf.
Seja M € g./\/l, entdo H @ M ~ M@mH) como B-médulos & esquerda.

Demonstragio. Seja U = H ® M como B-médulo com b(h @ m) = bih ® bam e
V = H® M com a estrutura de B-mddulos dada por b(h ® m) = h ® bm para
be B,he Hem e M. Assim B age apenas na segunda posi¢ao tensorial de V,
ou seja, temos V ~ M%™(H) como B-médulos & esquerda. Vamos mostrar que
0os B-modulos U e V sao isomorfos como B-mdédulos. De fato, seja f: V — U
e g:U — V dados por

fh@m) =Y mcnhemg,



g(h®m) = Z SEY (m_1y)h @ mo)
Assim temos
gf(h@m)=>"g(m1h @ m())
=5 moy-n)m-nh @ m)o)
= ZS m_ayh @ mq)
= Ze m(,l))h®m(0)
= Zh ® €(m—1))m o)

=h® Y e(m_1))me) =h@m.

fg(h@m) = (ZS (m(-1) h®m(0>)
=Y moy 1) (ST (m-1)h) @ m) o)
_Zm( 1)5 (m(-2))h @ m(g)
_Z —1))h ® mq
—h®Z m() = h ®m.

Portanto, f e g s@o inversas uma da outra. Resta mostrarmos que f é morfismo
de B-mdédulo. De fato,

Fo(h@m)) = f(h@bm) =" (bm)—1)h ® (bm))
=D bimph ® baym)
= Z b(m(_l)h X WL(O))

= bzm(—l)h (4 mo)
=bf(h®@m).

Portanto, temos que U ~ V ~ Mdim(H) O]

Lema 2.8. Se todo M € "M de dimensdo finita é livre como B-mddulos,
entdo qualquer que seja M € g./\/l € livre como B-mddulo.

Demonstracao. Primeiramente note que M Eg M contém um subobjeto em
B M de dimensio finita. De fato, seja N H-submédulo de M nao nulo (por
exemplo um H-submpodulo simples). Entdo BN é um subobjeto de dimensao
finita de M na categoria & M.

Para um M € # M definimos o conjunto JF consistindo de todo subconjunto
nao vazio X de M com a propiedade que BX é um subobjeto de M na categoria
g M, e BX é um B-moddulo livre com base X. Claro que F nao é vazio pois
BN € F como acima. Considere a ordem em F dada pela inclusao de conjuntos.
Se (X;)icr é¢ um subconjunto totalmente ordenado de F, entao claramente X =



J X; é uma base do B-médulo BX, e BX = > BX,; é um subobjeto de M
= i€l
em g M, entao X € F. Assim pelo lema de Zorn temos um elemento maximal
Y € F. Se BY # M, entao M/BY é um objeto ndo nulo de ¥ M, logo ele
contém um subobjeto nao nulo S/BY, onde BY C S C M e S €l M.

Seja Z uma base de S/BY e Y’ C Stalquen(Y') = Z,onden : S — S/BY
é a projecao natural. Entao, S é um B-mddulo livre com base Y U Y”, logo
YUY’ € F, o que é uma contradicao com a maximalidade de Y. Portanto,
devemos ter BY = M, logo M é um B-modulo livre com base Y. O

Teorema 2.9. (Teorema de Nichols-Zoeller) Seja H uma dlgebra de Hopf de
dimensdo finita e B uma subdlgebra de Hopf. Entdo qualquer M € HM ¢é um
B-mddulo livre. Em particular H é B-mddulo livre e dim(B) divide dim(H).

Demonstrag¢ao. O lema anterior mostra que é suficiente provar a afirmacao para
M € ¥ M com dimensao finita. Seja M € ¥ M, como H é finitamente gerado e
fiel como B-médulo & esquerda, e pela proposicao 2.7 temos H®@ M ~ M (dim(H))
como B-moédulos, obtemos da proposicao 2.6 que M é B-mdédulo livre. A iltima
parte da afirmacao segue tomando M = H. O
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