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Resumo

Um bidlgebroide é uma das generalizagoes de bidlgebra. Para k anel
comutativo, uma k-bidlgebra H é uma k-dlgebra e uma k-codlgebra tais
que essas estruturas satisfazem uma relagao de compatibilidade, a saber,
a comultiplicagdo e a counidade sdo morfismos de k-dlgebras, ou equiva-
lentemente, a multiplicagdo e a unidade sdao morfismos de k-codlgebras.
Portanto, H é objeto dlgebra e codlgebra na mesma categoria monoidal, a
categoria dos k-bimédulos. Essa defini¢do de bidlgebra é possivel pois a ca-
tegoria dos k-médulos é monoidal trancada, pois k£ é comutativo. No caso
de uma categoria monoidal que nao é trancada a definicdo de bidlgebra
ndo faz sentido, mas pode ser substituida pela nogdo de bialgebréide.
Nesse caso, as estruturas de dlgebra e codlgebra de um bialgebréide serao
definidas em categorias monoidais distintas, a saber, a estrutura de objeto
dlgebra serd definida na categoria dos R ®j R°P-bimédulos e a estrutura
de objeto codlgebra serd definida na categoria dos R-bimdédulos, onde R
é uma k-dlgebra, que satisfazem uma relagdo de compatibilidade.



1 Definicoes, Propriedades e Resultados Basicos

Defini¢ao 1.1. Uma categoria monoidal é uma séxtupla (C, ®, 1,a,l,r) em que
(1) C ¢é uma categoria;

(2)

é um funtor;

B)a: (—-®—-)® - = —®(—®—) é isomorfismo natural entre C x C x C e
C, isto é, para cada tripla de objetos A, B,C' em C, temos o isomorfismo
aapc: (A®B)®@C — A® (B® C);

(4) 1:1® — = Id¢ é um isomorfismo natural;
(5) r: —®1 = Id¢ é um isomorfismo natural. Satisfazendo:
(i) Axioma do tridngulo:

aA,1,B

(A®1)® B—> A® (1® B)

ARl
m‘\ \L ’

A® B
(ii) Axioma do pentdgono:
(AeB)®(C)®
(A (Be () (A® B) ® (C® D)
aA,B®C,Di laABC@D
A® ((B®C)® D) reys— A®(B® (C®D))

Definicao 1.2. Uma Algebm ou um Mondide em uma categoria monoidal
(C,®,1,a,l,r) é uma tripla (A, u,n). Onde A é um objetoem Cep: ARA —
A, n:1 — A sido morfismos em C, satisfazendo as condic¢oes de associatividade
e unitalidade, ou seja, os seguintes diagramas comutam

(Ao A) o A% A A 10424 A04<L2" Ag1
aA,A,A\L -1 ”l/
A®(A® A) n ’ A ’

A®#l

A@A——> A

O morfismo p é chamado de Multiplica¢ao ou Produto e n é chamado de Unidade.



Definigao 1.3. Um Mddulo a direita de um mondide (A, p, ) é um par (M, ),
onde M é um objetoem C e 0y : M ® A — M é um morfismo em C, tal que os
seguintes diagramas comutam

MoA A M A Mol 22l oA,
9M®A\L \LHM \ \LGM
M
M®A M M

M

Definicao 1.4. Uma Codlgebra ou um Comondide em uma categoria mo-
noidal (C,®,1,a,l,7) é uma tripla (C,A,e). Onde C' é um objeto em C e
A:C®C — C,e:C — 1 s&o morfismos em C, satisfazendo as condigbes de
coassociatividade e counitalidade, ou seja, os seguintes diagramas comutam

C A L cecC 19C - <" co1.
J/M@C k% 4
A CeC)eC cecC

\LGC,C,C

O morfismo A é chamado de Comultiplicagdo ou Coproduto e € é chamado de
Counidade.

Defini¢ao 1.5. Um C-Comddulo a direita de um comondide (C, A, e) é um par
(M, p™), onde M é um objeto em C e p™ : M — M ® C é um morfismo em
C, tal que os seguintes diagramas comutam

oM oM
M————MeC M— MxC
le \LM@A \ iM@a
"M
P RC

Seja k um anel comutativo unitdrio entdo a categoria (Mg, ®k, k) é uma
categoria monoidal. Onde My, é a categoria dos k-bimédulos e apr n p : (M ®y
N)@r P2 M@, (N®g P), Ly : k®p = M e ry - M®g = M serdo omitidos.

Definicao 1.6. Uma k-dlgebra é uma &lgebra (R, 1, n) na categoria ;M.

Podemos entao subir um degrau e considerar a categoria pMp dos R-
bimédulos. E ainda (gM g, ®g, R) serd uma categoria monoidal.

Defini¢ao 1.7. Um R-anel é uma &lgebra (A, 1, ) na categoria (RMg, ®g, R).

Para um R-anel (A, u,n), o oposto siginifica o R°P-anel (A°P, u°? n). Onde
A° ¢é 0 mesmo k-bimédulo, A°P tem estrutura de R°P-médulo & esquerda (resp.
a direita) via a R-agao & direita (resp. a esquerda). A multiplicacdo é dada por
1P (a @por b) = (b ®pk a) e a unidade é a mesma 7.



Defini¢ao 1.8. Um C-coanel é uma codlgebra (C, A, €) na categoria (g Mg, ®g, R).

Para um R-coanel (C, A, ¢), o co-oposto siginifica o R°P-coanel (Ceop, Acop; €)-
Onde C,,p é 0 mesmo k-bimédulo C, Cy,p, tem estrutura de R°P-médulo a es-
querda (resp. & direita) via a R-agdo & direita (resp. & esquerda). A comulti-
plicacdo ¢ dada por Acep(c) = ¢(2) @Ror ¢(1) € a counidade é a mesma €.

Lema 1.1. O mddulo a direta regular R se estende para um maodulo a direita
de um R-anel (A, u,n) se, e somente se, existe um morfismo de k-mddulo x :
A — R, tal que para quaisquer a,b € A er € R as sequintes condi¢des sdo
satisfeitas.

(1) x(1a) =1g
(i) x(an(r)) = x(a)r
(ii1) x((nox)(a)b) = x(a)x(b)

Demonstragao. (=) Queremos definir x : A — R morfismo de k-mddulos.
Como R é A-médulo & direita, temos g : ROpA — Ronde Yr(r®a) =r — a
é a agao a direita de A em R. Também temos

1

-
A—2-RopA-—tER,
defina y := g o l;l, dessa forma temos

x(a) = (Yroly")(a) = ¥r(lg ®r a) = 1z — a.

Note que x é morfismo de k-mddulos pois é a composicao de k-moédulos.
Vamos verificar as outras condigoes:

(i) x(1a) =1r = 14 = 1g;
(i)

x(an(r)) = 1g = (an(r)) =1 = (a-r)

(iif)
x((n 0 x)(a) (b)) =x((n(x(a))(b)



< Temos x : A — R morfismo de k-mddulos que satisfaz as condigbes acima.
Defina,
Yr: RX A = R

(r,a) = x(n(r)a).
Mostremos primeiro que i é R-balanceada. De fato, para r,s € Rea € A
temos

Yr(r,s-a) =x(n(r)(s - a)) = x(n(r)n(s)a)
=x(n(rs)a) = ¥r(rs, a).

Segue que Y g é R-balanceada. Portanto, existe tnica ¥g : R® A — R. Vamos
mostrar agora a comutatividade dos seguintes diagramas

RopAdop Al RoprA R>ReonRICA RapA.

R®ui in Idn in

R®r A R R

R

De fato, para o primeiro diagrama temos
(Yro(Yr®A))(r©a®b) =Yr(x(n(r)e) @ b)
=x(n(x(n(r)a))b)
=x(n(r)ab) = Yr(r ® ab)
=(ro(R®p)(r®adb).

Para o segundo diagrama temos

(Yro (R®n))(r©1g) =¢Yr(r @n(lgr)) = Yr(r ©1a)
=x(n(r)1a) = x(Lan(r))
=x(1a)r =1gr=r.

Portanto, segue o resultado. O

Um R-anel (A, u,n) com x : A — R, satisfazendo as condigbes acima é
chamado de caracter 4 direita no R-anel (A, u,n).

Defini¢ao 1.9. Seja (A, u,n) um R-anel possuindo um caracter a direita y :
A — R. Os invariantes de um A-médulo a direita (M, 6pr) com respeito ao
caracter x sao os elementos do k-submaédulo

My :={me M; Op(m®a)=0u(m®n(x(a))), Vaec A}t=Homa(R, M)

Onde o isomorfismo F : M, — Homy(R, M) é dado por F(m)(r) = 0p(m ®
n(r)). Em particular, os invariantes de R sdo os elementos da subalgebra

R, ={reR; x(n(r)a) =rx(a), Vaec A} = Enda(R).
Associado ao caracter , existe um morfismo candnico

G: A — sEnd(R)
a = (r— x(n(r)a)).

O R-anel (A, u,n) é dito ser Galois com respeito a x se G é bijetiva.



Lema 1.2. O R-mddulo a direita reqular R se estende para um C-comddulo a
direita de um R-coanel (C,A,€) se, e somente se, existe um elemento g € C
obedecendo as sequintes propriedades:

(i) e(g9) = 1r;
(i) Alg) =g®g.

Demonstra¢io. (=) R é C-comédulo & direita, ou seja, os diagramas seguintes
comutam

R— " s RecC R—"-RaC
pJ{ \LR@A \ \LR@E
Ir
RRC——RCxC RE=RQR
pRC

Agora defina g = ¢(p(1g)) e omitindo o isomorfismo R ® C = C' temos
g=p(lr)=1r®yg
. Assim,
(RA)1r®g) =1r®ga) @ ge) = 91) @ gr2) = Alg).
Portanto,

=(R®A)(1r®yg)
= (R® A)p(1R)
=(p® C)p(1r)
=(peC)(1lr®yg)
=p(lr)®yg
=g®g.

A(g)

Também temos
(R®e)p(lp) = (R®e)(lp®g) =1r®e(g) =&(g) = 1g.
(<) Agora, dado um elemento grouplike g € C, defina

p: R — ReC
r +— 1lp®g-r.

Note que p é morfismo de R-médulo a direita. De fato,

plrs) = 1r @ g- (rs)
=1r®(g-1)-s
=(1g®g-r)s
= p(r)s.



Portanto, p é morfismo de R-médulo & direita. Vamos mostrar que p é uma
coagao a direita. De fato, temos

(R@A)p(r)=(R®OA)(1r®@g-T)
=1r®A(g-T)
=1r® A(g)r
=1r®(g®g)r
=1lr®g®g-r
=p(lr)®g-r
=(p®C)(1r®@g-r)
= (p@C)p(r).

(R@e)p(r) = (R®e)(lr®@g-T) (1)
= 1R®€(g~7")
=1r®e(g)r
=1lgr®r=r.

Segue portanto, que R tem estrutura de C-comédulo a direita. O

Um R-coanel (C, A, e) com g € C satisfazendo as condigdes acima é chamado
de grouplike.

Defini¢ao 1.10. Seja (C,A,e) um R-coanel possuindo um grouplike g € C.
Os coinvariantes de um comédulo a direita (M, pM) com respeito a g, sdo os
elementos do k-submédulo

M9 = {me M; pM(m)=m® g} = Hom"(R, M).

Onde o isomorfismo F : M9 —s Hom®(R, M) é dado por m +— (r — m - 7).
Em particular, os coinvariantes de R sao os elementos da subélgebra

B:={beR; b-g=g-b}.
Associado ao grouplike g, existe um morfismo canoénico,

Can: R®RR — C
a®b +— a-g-b.

O R-coanel C' é dito ser R-coanel Galois se C'an é uma bijecao.

Proposigao 1.3. Seja C um R-coanel o qual é R-mddulo a esquerda, projetivo
finitamente gerado. Para g € C, temos o mapa x4 * C — R, ¢ — ¢(g).
Entao vale as segquintes afirmagoes:

(1) O elemento g € C grouplike se, e somente se, x4 € um caracter a direita
no R-anel *C;

(2) Um elemento b € R é um coinvariante do C-comddulo R a direita (com
coagdo induzida por um elemento grouplike g) se, e somente se,b € um
invariante do *C-mddulo R (com respeito ao caracter & direita x4);



(8) O R-coanel C é um coanel Galois (com respeito ao elemento grouplike g)
se, e somente se, o R-anel *C € um anel Galois (com respeito ao caracter
a direita x4).

Demonstrag¢ao. Antes de provarmos, o produto de convolugao em *C' é dado da

seguinte forma: (¢ * ¢)(g) = ¥(g91) - ¢(92)) para g € C e ¢,9 € *C quaisquer.
E ainda n: R —* C é definido por 7n(r)(g) = e(g)r para todo g € C e r € R.

(1) (=) temos q verificar as condigbes (i), (ii) e (iii) do lema 1.1. De fato,

(1) XH(I*C) - 1R, Onde l*c = €.

(ii) xg(@*n(r)) = x4(¢)r. De fato, para quaisquer g € C, ¢,9) € *Cer e R
temos

Il
™
—

S
=
<
—
=
=

Por outro lado,

Xg(@*9) = (¢ *¥)(9) = ¥(901) - #(92)))



Segue portanto, que para quaisquer ¢, € *C temos

V(g 9(9)) = ¥(90) - ¢(9(2)))-
Agora como C é projetivo finitamente gerado, temos que existem ¢' € C e

x; € C taisque g = Y ¢'(g) - x; e para ¢'(g) existem ¢/ € C e x; € C tais que

i=1

g-9'(g) = Ed: (g ¢'(g)z;). Desta forma temos
j=1

d
90g=9® Y ¢'(g) -

i=1

g-¢'(9) ®x;

|
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=91 ® Z 0" (9(2)) - @i
1=1

=90 D 9@)-
Portanto, A(g) = g1) ® g(2) = g ® g. Segue que g ¢é grouplike.

(2) (=) b é coinvariante, ou seja, b+ g = g - b. Temos que mostrar que
Xg(n(b) * @) = bx,4(¢)

De fato,

Portanto, b é invariante do *C-médulo R (com respeito a x, ).
(«<=) Temos que b é invariante, ou seja,

Xg(n(b) * ) = bxy(9).



Ou seja, para todo ¢ € *C temos ¢(g - b) = ¢(b- g). Temos que mostrar que
b-g=g-b. De fato, como C é projetivo finitamente gerado, temos que existem
¢t € *Cex; € C tais que

d
b'g:2¢i(b~g)~xi.
i=1

Desta forma, temos

d

d
brg=3 ¢'(brg) wi=3 69 b) zi=gb.

i=1 =1

Portanto, b é coinvariante do C-comédulo R (com respeito a g). O

2 Bialgebroides

Dado um R-anel (A, i, n) podemos dar uma estrutura de k-dlgebra para A com
multiplicacdo m : A ® A — A definida por m = pom, onde 7 : A®p A —
A®pA é aprojecao canodnica, e a unidade n4 : k — A é definida por n4 = nong
onde ng é a unidade da k-dlgebra R. A acdo a direita e a acdo a esquerda de k
em A sdo dadas respectivamente por a - s = ang(s) e s-a = ngr(s)a.

Lema 2.1. Eziste uma bije¢ao entre R-anéis (A, u,n) e morfismos de k-dlgebras
n:R— A

Demonstra¢io. (=) Seja (A, p,n) um R-anel. temos que mostrar que 7 é
morfismo de k-algebras. De fato, claro que 7 é k linear. Basta verificarmos que
7 é multiplicativo

n(rs) = n(rigs)

=r-n(lg)-s

=r-lyg-s

=(r-1lu)-s

=((r-1a)la)-s

= (r~ 14)(14-8)

= (r-n(1r))(n(1R) - s)

= n(r)n(s).
(«<=) Suponha que n : R — A seja morfismo de k-dlgebras. Em particular n
é morfismo de R-bimdédulos. De fato, podemos dé a estrutura de R-bimédulo
para A como 7 - a-s=n(r)an(s). Assim

n(rs) =n(rlgs) =n(r)n(lr)n(s) =r-1a-s.

também podemos munir A ®; A com estrutura de R-bimdédulo por

r-(a®b)-s=mn(r)a® bn(s).

Desta forma podemos mostrar de maneira facil que m é morfismo de R-bimédulos.
Portanto, precisamos apenas construir uma multiplicagao u: A®@r A — A o
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qual é morfismo de R-bimddulos. De fato, apartir de n podemos construir dois
morfismos
f,g:A@kRQ@kA—)A@kA,

definidos por
flaer®b)=an(r)®@b e gla®r®b)=a®n(rb.

Nao é dificil mostrar que f,g sao morfismos de R-bimédulos. Desta forma,
podemos considerar o produto tensorial R balanceado como o coequalizador

f
ARy AT—_ZA®, A——>A®p A
g

Agora pela associatividade da multilicagdo m temos

mo fla®r®b) =m(an(r) @b)

Portanto, pela propriedade universal do coequalizador, existe tinico p : AQg
A — A morfismo de R-bimdédulos tal que comuta o diagrama

f
AR RRg A ;A®kA4W>A®RA.
g

I

I ©
m
\V

A

Nao é dificil verificar a associatividade de p. O

A definicao de bialgebrdides, contrastando com a defini¢ao de bidlgebras, nao
é feita como uma compatibidade entre mondides (objeto dlgebras) e comondides
(objeto codlgebras) na mesma cadegoria monoidal de bimédulos. As estruturas
de anel e coanel sao definidas sobre algebras base diferentes. Na verdade sao
monoides e comonoides em categorias monoidais distintas. Lembre do lema
2.1 que um R ®j R°P-anel A é descrito por um morfismo de k-algebras n :
R ®j, R°P — A. De maneira equivalente podemos considerar as restrigoes

si=n(—@rlg): R— A e t:=n(lp®, —): R?? — A,

que sao morfismos de k-dlgebras com imagens comutando em A. Os morfismos
s e t sao chamados de source e target de um R ®j, R°P-anel A, respectivamente.
Um R ®j, R°P-anel serd dado pela tripla (A, s,t), onde A é uma k-algebra e s, ¢
sao morfismos de algebras com imagens comutando em A.

Definicao 2.1. Seja R uma algebra sobre um anel comutativo k. Um R-
bialgebrdide a direita B, consiste de um R®y R°P-anel (B, s,t) e de um R-coanel
(B, A,e) no mesmo k-médulo B, que estdo sujeitos aos seguintes axiomas de
compatibidade:
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(i) A estrutura de R-bimédulo no R-coanel (B, A, ¢) é dada por
rob-r’ =bs(rt(r) (2)
para todor,7’ € R e b€ B.

(ii) Considerando B como R-bimédulo com estrutura dada em 2. A co-
restricio A : B — B X g B é morfismo de k-algebras, onde

BxgB := {Zbi ® B EBRRB|Y _s(rbi@ by=> b tr)b Vre 3}7
e B xr B é uma k-dlgebra, com multiplicagdo dada por (a ® b)(c ® d) =
ac ® bd.

(iii) A counidade € é um caracter a esquerda no R-anel (B, s).

Definicao 2.2. Seja R uma algebra sobre um anel comutativo k. Um R-
bialgebrdide & esquerda B, consiste de um R ® R°P-anel (B, s,t) e de um R-
coanel (B, A, ) no mesmo k-mdédulo B, que estao sujeitos aos seguintes axiomas
de compatibidade:

(i) A estrutura de R-bimédulo no R-coanel (B, A, ¢) é dada por
rob-r’ = s(r)t(r)b (3)
para todo 7' € R e b€ B.

(ii) Considerando B como R-bimédulo com estrutura dada em 3. A co-
restricao A : B — B X g B é morfismo de k-dlgebras, onde

BxgB := {Zbi ® b eBRRB|Y _ bit(r)® b, =Y b;® bis(r) Vre 3}7
e B xg B é uma k-élgebra, com multiplicagao dada por (a ® b)(c® d) =
ac ® bd.

(iii) A counidade € é um caracter & direita no R-anel (B, s).

Note que o k-submédulo B xgr B de B ®g B € definido de tal maneira que
a multiplicacao é bem definida. B xpr B é chamado de produto Takeuchi. Na
verdade B X p B tem mais estrutura do que uma k-algebra, como vamos ver na
préxima proposicao.

Proposigao 2.2. Seja (B,s,t) um R ® R°P-anel. Entdao O produto Takeuchi
B xp B é um R ®j R°P-anel com unidade 1 : R ®; R°P — B xg B dada por
n(r@r') =t(r') ®g s(r) e a multiplicacao dada por

(Z a; Or bi)(z cj ®rdj) = Zaicj ®r bid;.
i J 0]
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Demonstracdo. Primeiro vamos ver que a multiplicacdo estd bem definida, ou
seja, que independe da escolha de representates de uma classe. Claramente,
pela maneira que foi definida, a multiplicacao é linear. Basta mostrarmos que o
produto é zero quando um dos fatores é zero. De fato, seja > a; ®gb; = 0, pela

K3
caracterizacdo do elemento nulo, existem uma quantidade finitas de elementos
ri; € Rex; € B tais que

Zs('rij)bi =0 e Zt(rij)mj = A,
i J

entao temos

( E a; R bi) (c®grd) = g t(rij)xzjc @p bid
i @]
= E T] R E s(r”)bld:O
J i

Perceba que ndo usamos o fato que Y a; ®rb; € B X g B, isso val ser necessario

K3
apenas no caso quando o segundo fator é zero. De fato, seja Y ¢; ® d; = 0,
J
entdo existem uma quantidade finita de elementos r;; € R e y, € B tais que

Zs(rkﬁ')di =0 e Zt(kj)yk = ¢j,
J k

seja > a; ®b; € B xg B, entao
i

(Z a; ®bi> ch Rr dj = Zaicj ®bidj
i J 4,J
= Z a; <Z t(Tkj)yk> QR bid;
,J

k

= > (ait(ri;) @ b:)(yx @r d;)
ik
D (@i @r bis(riy)) (e ©r d;)

0,5,k

= Zaiyk ®r b Z s(rk;)d; | =0.
ik

J

Portanto, a multiplicagao estda bem definida. Nao é dificil verificar a associativi-
dade da multiplicagao e que 13 ® 15 é a unidade da multiplicacao desta dlgebra
associativa. Agora vamos verificar que 17 é um morfismo de algebras. De fato,
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sejam r, w,u,v € R, entao

n((r @ w)(u@v)) = n(ru© wo)
s(ru) @p t(ww)
(r)s(u) ®r t(w)t(v)
= (s(r) ®r t(w))(s(u) @R t(v))
=1(r ® w)n(u® v).

\
w

Segue entao que B X B é um R ®j R°P-anel. O

Exemplo 2.1. Bidlgebras A sobre um anel comutativo k sdo bialgebréides na
categoria dos k-bimddulos. No qual os morfismos s e ¢ sdo iguais ao morfismo
unidade kK — A.

Demonstracao. De fato, note k ~ k ®; k°P, portanto A é k ®j k°P-anel, pois
é k-dlgebra. Claro que (A4, A, ¢) é k-coanel, pois é k-codlgebra. Verificando os
itens da defini¢ao temos,

i) r-a-r=(a-r)-r=a-(rr')=an(rr’) = an(r)n(r') = as(r’)t(r).

(ii) Temos

AxpA = {Zbi@@ e Aep A|D n(r)b; @ b = Zb ® n(r)b, vrek}

mas para todo Y b; @ b € A®), A temos

Zn(r)bi@)b; ZZ%bi@b;

Ou seja, AQp A=A x; A.
(iii) Vamos verificar que € é caracter a direita de (A4, n). De fato,
(a) £(14) = 1}, é claro, pois £ é morfismo de k-dlgebra.
(b) e(an(r)) =ela-r) =e(a)r
(¢) e(n(e(a))b) = e(e(a) - b) = e(a)e(b) = e(ab.
Portanto, temos que A é um k-bialgebroide a direita. O

Exemplo 2.2. Seja R uma &algebra sobre um anel comutativo k. Podemos da
uma estrutura de bialgebréide para R ®j R°P. Os morfismos source e target sao
dados pelas inclusoes

s:R— R®,LR® e t:R® — R®; R,
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definidos por r — 7 ® 1g e r — 1 ® r, respectivamente. O coproduto é
definido por

A: R®,pR? — (R®y RP)®rR®j RP
rer —  (1g®7r)®g (r®lg).

e a counidade é dada por
n: R®R?P — R
rer —

Demonstracdo. Primeiro, para facilitar vamos denotar R ®; R°P simplesmente
por R e os elementos de R°P por b. Agora, é claro que R® é um R°-anel, com
multiplicacao dada entrada a entrada e unidade dada pela identidade. Vamos
ver entdo que (R, A,e) é um R-coanel. De fato, primeiro vamos verificar que
R° tem estrutura de R-bimdédulos, com

r-(a®b) -1 = (a®b)s(r')t(r).

De fato,

O outro lado é andlogo. Agora vamos ver que

(RFOA)o A=(A®R)oA e (e®@R)oA=1Ig=(R°®¢e)oA.

De fato,

(RP®@A)oAla@b) = (R°®@A)[(1r @b) ®r (a @ 15)]
=(1g®b) ®r [(1r®1g) ®r (a ® 1g)]
=[(1r©®b) ®r (1 ®1r)] ®r (a ® 1g)
=(A®R)[(1r ®b) ®r (a® 1))
=(A®@R%)oA(a®b).

e também,

(c® R0 Ala®b) = (e ® R)[(1r 8 b) ©r (4 17)
=b®pg (a® 1R)
=1r®rb- (a®1R)
=1r @r (a @ 1g)t(b)
=1r®r (a®1gr)(1R ® D)
=1 ®r (a®Db)
=(a®b)
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Portanto, temos que (R, A,e) é um R-coanel. Vamos verificar que a imagem
de A estd contida no produto Takeuchi. De fato,
s(r)(lr ©b) @r (a®1g) = (r®1r)(1r ®b) ®r (a ® 1R)
=(r®b) @ (a® lp)
=(1p®b)(r®lg) ®r (a® 1g)
1r®b)s(r) ®r (a® 1p)
rQr (a®1R)
r-(a®1R)
( ® 1g)t(r)
(a®1p)(lr®T)
(a®T)
®r(lp®7)(a®1R)
= (1r®b) @r t(r)(a @ 1g).

(
= (
= (
= (
=(1p®b
= (
=(1r®b
= (
= (

)s
b) -
)
1r ® D)
)
b)
b)

Segue portanto, que a imagem de A estd contida no produto takeuchi. Agora
vamos ver que a co-restricio A : R® — R¢ xr R°® é morfismo de k-dlgebra.
Basta verificar que A é multlicativo. De fato,

Ala@b)A(c®d) =[(1r@b) ®r (a® 18)][(1r © d) © (c© 1R)]
=(1g®b)(lp®d)®r (a® 1g)(c® 1g)

= (1p ® bd) @R (ac ® 1R)

= A(ac ® bd)

= A((a ®b)(c®d).

Portanto, A é morfismo de k-dlgebra. Resta a gente verificar a condigao (iii)
da definigao de bialgebroide, ou seja, que € : R® — R é um caracter no R-anel
(R¢, s). De fato,

(a) e(lr ® 1g) = 1plRr = 1g;
(b) e((a®b)s(r)) =e((a®b)-r) =e(a®b)r;
(c)
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Segue dai que £ é um caracter no R-anel (R¢s). Portanto, concluimos que
R ® R°P é um R-bialgebroéide a direita. O

Exemplo 2.3. (Bidlebras fracas) Uma bidlgebra fraca sobre um anel comu-
tativo k, consiste de uma algebra e uma codlgebra B, onde B é k-moédulo.
Que estao sujeitos a axiomas de compatibilidade que generalizam os axiomas de
bidlgebras. De maneira mais clara, o coproduto é multiplicativo. E ainda, a uni-
talidade do co-produto A e a multiplicalidade da counidade ¢ s@o enfraquecidas,
conforme as seguintes condigoes

(A(1B)@rlp)(15®kA(1B)) = (A®kB)oA(lp) = (1@ A(1p))(A(1)®k1B),
e
e(bl1))e(Liz)b’) = e(bb) = e(bl())e(1)b'),
para b,b’ € B respectivamente. A aplicacdo N : B — B, b +—— L(1)e(bl(z))
é idepotente. Temos que Im(M¥) = R é uma subdlgebra de B. Temos ainda
que B é um R ®j R°P-anel, com source s : R — B dado pela inclusao e target
t: R°? — B dado pela restrigao da aplicagao
Mg :B— B, b— E(bl(l))l(g).
Considere B como um R-bimédulo via a multiplicagdo a direita de s e t. E

ainda, podemos da estrutura de R-coanel para B, com co-produto definido por
A:=7moA, onde 7: By B— B®p B e counidade ¢ := M~.

Demonstragdo. Primeiramente vamos ver que (B, s,t) é de fato, um R¢-anel.
Ja temos que B é uma k-algebra, resta verificarmos que s e t sao morfismos de
k-algebra. Mas temos que s e t sao k-lineares e s morfismo de k-dlgebra, ou
seja, basta verificarmos que ¢t é multiplicativo. De fato,

t(b)t(a) = e(bl1))1(2) (a1(1/))1(2') =e(bl))e(alany)liz)liz)
€(b1(1))6( (1(2)))1(3) = €(b1(1))6(a1(1/) (1(2)1 2/ ))1(3
= e(bl))e(lx)ley)elalan)le = (bl len)elalan)le)
e(b1(2))e(al(n))l(z) = e(be(ala))lz))l(s)
e(be(alm)llan)te = ebt(a)lan)le)

= t(bt(a)). (4)

Também temos

t(t(a)b) = t(e(al))lz))
= e(al())t(1(2)b)
e(al(yy)e(12)bla) 1
e(abliny) e
= t(ab).

Portanto,



Segue dai que B é um R°-anel. Vamos ver agora que B tem estrutura de R-
bimoédulo, com

rob-r' = bs(r')t(r).

De fato, vamos verificar a estrutura a esquerda pois a direita é imediato.
' (r-b)=7r"-(bt(r)) = bt(r)t(r') = bt(r'r) = (r'r) - b.

Vamos verificar agora que (B, A,&) é um R-coanel. De fato, ji temos que a
coassociatividade é satisfeita. Vamos verificar o axioma da counidade, ou seja,

(®@B)oA=Ip=(B®é&)oA.
De fato,

(E®B) o A(b) = 1n)e(by L) ®rbe) = 1nelbm)le) - be)
= be)t(1melb)le)) = beyelbayle)tia)
= by ebwle)eolan)le) = beelba)lan)te)
= b2)l2)e(baylan) = b)e(bay) = 0.

Também,

(B®¢&)oA(b) = (B®E)(buy ®r ba))
=ba) @r Lanelb) 1))
= b - 1anelbe)ly)
= byelby) = b.

Vamos ver agora que A e & sdo morfismos de R-bimédulos. De fato,

A(r-b) (bt(r))
(be (7”1(1))1(2))

e(rl))A(bl(z))

e(rl))(byli2) ®r bayl(3))-

A(b
A(b

=¢(
=¢(
Por outro lado,

r-Ab)=r- (b(l) ®R b(g))
=r-: b(l) QR b(g)
= b(l)t(’l“) QR b(g)
= bye(rlw))l2) ©r be)
= buylanle(rla)) Or be)le)
= bwyl)e(rla)) ®r bl
= e(rlw) (bl ®r be)ls))-
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Por outro lado,

A(b-r) (b nk (r))
(B)A(NF(r))
= (b1) ®r b2))(1(1) ®r L(2)e(rl(3)))
=bayla) Or byl (2)e(rl)
=byl) Or b2yl 2)e(rl)lane(rl)
=b1) ®r b(z) n® (r)
=A®)-r

A
A(b

Portanto, A é morfismo de R-bimédulos. Também temos

Por outro lado

Segue que & é morfismo de R-bimédulo. Portanto, conluimos assim que (B, A, &)
é um R-coanel. Vamos verificar que a imagem de A estd contida em B X B.
De fato, para isso vamos usar as seguintes propriedades

(1) Nf(a)b = baye(aby) YV a,be B;
(2) t(a)b=e(aba))be Y a,be B.
Segue entao que
s(r)ba) ®r by = N7 (r)bay @k bez)
= ba)e(rb2)) ®r be)

= b(l) ®R €(Tb(2))b(3)
= b(l) SR t(T)b(Q).

Vamos ver que € é um caracter a direita em (B, s).

(a) (1) =f(1p) = 11)e(1pl(e) = 1p;
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(b) &(as(r)) = &(ar) = &(a)r;
(c) &s(é(a))b = &(g(a)b) = N (N (a)b) = Nf(ab) = £(ab).

Portanto, concluimos assim que B é um R-bialgebrdide a direita.
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