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Resumo

Neste trabalho vamos fazer uma breve introdugao as categorias monoidais trangadas
e a categoria dos moédulos de Yetter-Drinfeld.

1 Introducao

Os objetivos deste trabalho sao: rever conceitos basicos de algebra para introduzir o con-
ceito de algebra de Hopf, fazer uma breve introducao as categorias monoidais trancadas,
definir médulos de Yetter-Drinfeld e finalizar com a definicao de dlgebra de Hopf trancada
na categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld. Observa-se que serao admitidos conhecimen-
tos bésicos de categorias monoidais

Mostraremos que as categorias trancadas apresentam vantagens em relacao as categorias
monoidais que nao sao. Por exemplo, se uma categoria trancada é tal que todo objeto
possui dual a esquerda, entao também possui dual a direita, sendo entao uma categoria
rigida. Outra vantagem sera apresentada na tltima se¢ao, em que a tranga fornecera uma
estrutura de algebra para o produto tensorial de duas algebras na categoria dos modulos
de Yetter-Drinfeld.

Apresentaremos no decorrer do trabalho exemplos de categorias trancadas simétricas e
mostraremos que se a algebra de Hopf H(com antipoda bijetora) nao for isomorfa ao
corpo K, entao a categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld é um exemplo de uma cate-
goria trancada nao simétrica.

2 Preliminares

Com o objetivo de definir modulos de Yetter-Drinfeld vamos apresentar, de modo sucinto,
os seguintes conceitos: K-algebra, K-coalgebra, bidlgebra, algebra de Hopf, A-mddulo,
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C-comodulo, em que K é um corpo, A uma K-algebra e C' é uma K-coalgebra, respecti-
vamente.

Uma K-algebra é uma tripla (A, M, u), em que A é um K-espago vetoriale M : AQ A —
Aewu: K — A sao morfismos de K-espacos vetoriais de modo que os seguintes diagramas

IA®M

ARAR®A AR A AR A

M®I, M K® A M AR K

em que ¢(lxg ®a) = 1ga e p.(a® 1g) = alg, comutam.

A

Sejam (A, M4,uq) e (B, Mp,up) K-dlgebras. Uma fun¢ao K-linear f: A — B ¢é dita um
morfismo de algebras se os diagramas a seguir

AA—T* _BeB A !

\\ /
My Mp

K

B

A B

comutam.

Sabemos que se (A, Ma,uys) e (B, Mp,up) sao K-algebras entdo, em particular sdo K-
espacos vetoriais. Assim, A ® B tem estrutura de K-espaco vetorial. Agora, definindo as
seguintes fungoes K-lineares,

Magp = (MA@ Mp)(Ia @7 ® Ip) € uagp = (ua @ug)p ",

em que, 7 ¢ aplicagao twist e ¢ : K ® K — K é o isomorfismo canonico, obtemos que
(A® B, Magp, uagp) é uma K-algebra.

Dualizando temos:

Uma K-codlgebra é uma tripla (C,A,¢) em que C' é um K-espago vetorial, A : C' —
C®Cec:C — K sao morfismos de K-espacos vetoriais tais que os seguintes diagramas

C A C®C C
/ \
A Ic®A K®C A C®K
CoC—5—Calac oo



em que ¢(lg ®c) = 1gc e p.(c® 1g) = clg, comutam.

Usando a notacao de Sweedler, escrevemos A(c) = > 1 ® o, Ve € C) assim a comutati-
vidade dos diagramas acima pode ser reescrita da seguinte forma:

ch®c21®022:Zch®012®022201®02®03

c= 25(01)02 = Z c1e(co).

Sejam (C, A¢,ec) e (D,Ap,ep) K-codlgebras. Uma fungao K-linear f : C' — D é um
morfismo de coalgebras se os diagramas a seguir

C ! D C ! D
X /
Ac Ap K
CC Y D® D

comutam. Usando a notacao de Sweedler, a comutatividade destes diagramas pode ser
reescrita do seguinte modo:

Apf(e) = flen®@ f(e)a =Y fler) ® flea) = (f © f)Ac(c)

en(f(c)) = ec(c).

Além disso, se (C, Ac,ec) e (D, Ap,ep) sao K-codlgebras entdao C® D é uma K-coalgebra
com as aplicagoes lineares:

Acgp = le @7 ® Ip)(Ac ® Ap) e ecep = ¢(ec ® €p).

Unindo estas duas estruturas podemos definir: Um K-espacgo vetorial H que possui es-
truturas de K-algebra (H, M,u) e K-codlgebra (H, A, ¢) é dita uma bidlgebra se A e ¢
sao morfismos de algebras.

Se H, e H,y sao bidlgebras, dizemos que uma funcao K-linear f : H; — Hy é um mor-
fismo de bialgebras se f é um morfismo de algebras e um morfismo de coalgebras com
respeito as estruturas de algebra e de codlgebra de H; e Hs, respectivamente.

Aqui vale observar que A e e sdo morfismos de algebras se, e somente se, M e u sao
morfismos de coalgebras.

Agora vamos relembrar as defini¢goes de A-mddulo e C-comédulo.
Seja (A, M,u) uma K-dlgebra. Um A-mddulo a esquerda é um par (M, \), em que M é

um K-espago vetorial e A : A ®@ M — M é um morfismo de K-espaco vetorial tal que os
seguintes diagramas



comutam.

Seja (C, A, ) uma K-codlgebra. Um C-comddulo a esquerda é um par (M, p) tal que
M é um K-espago vetorial e p: M — C'® M é um morfismo de K-espagos vetoriais tais
que os diagramas abaixo comutam

M P CoM M
o1
14 ARQI g 0 K@M
CoM CoCoM %7
Ic®p CoM

De maneira anédloga definimos A-médulos e C-comddulos a direita.

Usando a notagao de Sweedler para comédulos, escrevemos p(m) = Y m_1)®@mq). Deste
modo, a comutatividade dos diagramas acima pode ser reescrita da seguinte forma

Z(m(—1)>1 ® (Mm—1))2 @ M) = Zm(—n ® (Mmo))1 ® (M(o))2

> elmay)m) = m.

Sejam A uma K-algebra e (M, \y), (N, Ay) A-médulos a esquerda. Uma fungao K-linear
f: M — N é dita um morfismo de A-mddulos, se o seguinte diagrama

Ao M—2%T Ao N
AN AN
M 7 N

comuta.

Sejam C' uma K-codlgebra e (M, par), (N, pn) C-comédulos a esquerda. Uma fungao
K-linear f: M — N é dita um morfismo de C-comddulos, se o seguinte diagrama



M PN

C®MW>C®N

comuta.

A definicao de morfismo de comddulos pode ser escrita por extenso, usando a notacao de
Sweedler, da seguinte maneira:

fm) 1) ® f(m)e) = m-1) ® f(m)).

Sejam M e N H-modulos a esquerda, em que H é uma bidlgebra, entao H ® M tem uma
estrutura natural de H-modulo a esquerda dada por:

O produto tensorial de H-comédulos M e N também tem uma estrutura natural de
H-comodulo a esquerda dada por:
plm @ n) =m yn1) @ m) @ n().-

Para finalizar, se f e g sdo morfismos de H-médulo (H-comdédulo), entao f ® g é morfismo
de H-médulo (H-comédulo).
2.1 Algebra de Hopf

Agora vamos nos encaminhar para a definicao de Algebras de Hopf e para isso definimos
a seguir o conceito de algebra do convolucao e antipoda.

Sejam K um corpo, (C,A, ) uma K-codlgbera e (A, M,u) uma K-élgebra. Definimos
sobre Hom(C, A) uma estrutura de élgebra, denotada por %, definida da seguinte maneira:
Sejam f,g € Hom(C,A) e c € C,

(f*9)(e) = M(f @ 9)A(e) = Y fler) f(c2).
Sejam f,g,h € Hom(C, A) e c € C, entao

(fxg)xh)(c) = 22(f *g)(cr)h(ca)
= Z(f(cll)g(Ch)h(cQ)



Logo, * é associativa.
A unidade de Hom(C, A) é a composi¢ao ue. De fato, dados f € Hom(C,A) e € C,

(ue* f)(c) = > ue(er)f(e2)
> ule(er)lk) f(c2)

~— —

= f

Mostrando que ue x f = f,Vf € Hom(C, A). De modo anédlogo temos f xue = f,Vf €
Hom(C, A). Portanto, (Hom(C, A),*,ue) é uma K-algebra, denominada algebra de
convolugao.

Consideramos agora uma bidlgebra H e denotamos por H® e H4 suas estruturas de K-

coalgebra e K-dlgebra, respectivamente. Deste modo, podemos considerar a estrutura de
dlgebra de convolucao em Hom(H®, H*). Notemos que I : H — H € Hom(H®, H?),
pois é um morfismo de K-espagos vetoriais.

Nesse momento podemos definir antipoda e algebra de Hopf:

Definicao 2.1 Seja H uma bidlgebra. Uma funcdo K-linear S : H — H ¢ dita uma
antipoda de H se S for a inversa de I com respeito ao produto de convolugcao da K-
dlgebra Hom(H®, H?).

Definicao 2.2 Uma bidlgebra H € dita uma dlgebra de Hopf se H possui uma antipoda.

Observamos trés fatos essenciais a respeito de algebras de Hopfs: a antipoda de uma
algebra de Hopf é unica, pois ¢ a inversa de I na algebra de convolucao. E claro que nem
toda bialgebra é uma algebra de Hopf. E de S« [ = I xS = ue, segue que



I%S(h)

I
(]
=
=
&
S

Ou ainda, M (S ®@ I)A) = M (I ® S)A = ue.

Definicao 2.3 Sejam H e K dlgebras de Hopfs. Uma funcao f : H — K € dita um
morfismo de dlgebras de Hopf se for morfismo de bidlgebras.

As propriedades satisfeitas pela antipoda, na proxima proposicao, mostram que S é um
antimorfismo de algebras e de coalgebras, respectivamente.

Proposicao 2.4 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao sao vdlidas as
sequintes afirmagoes:

1. S(hg) = S(g)S(h),Yg, h € H.
2. S(1y) = 1g.
3. A(S(h) = 32 S(he) ® S(hy).
4. e(S(h) = £(h).
Demonstracdo:

1. Consideramos H ® H com a estrutura de codlgebra, H com sua estrutura de algebra
e a algebra de convolugdo Hom(H ® H, H). A unidade da algebra de convolugao é
ugepon = upp(eg @ey): H® H — H, em que uy é a mutiplicagdo de H e ey é
a counidade de H.

Sejam F,G, M : H® H — H definidas por

F(h®g)=2S(9)S(h), Gh®g)=S(hg) e M(h®g)=hg,Vh,g€ H.

Mostremos que F' e GG sao as inversas a direita e a esquerda de M, respectivamente.
Deste modo teremos F' = G = M~ e o resultado segue.



M« F(h®g) = > M((h®gh)F((h®g))
> M(h1 ® g1)F (he ® g2)
= > hig1S(g2)S(hs)
> hie(g)1uS(hse)
> e(9)1rhiS(hs)
e(g)lge(h)lu
(9)e(h)
(h)e(g)
= cpen(h®g)ly
= enen(h® g)u(lk)
w(enen(h ® g)lk)
= ulengn(h ®g))

= £ 1H
= £ 1H

Também,

GxMh®g) = YG(h®g))M((h® g)s)
(1 ® g1)M (ha ® go)

(h1g1)hago
(

(hg)1)(hg)2

G
G
S
S
hg)ln

)e(g)lu
e(h)e(g)u(lx)

= engn(h® g)u(lk)

u(engu(h )xk)
h®g))

= 2
= 2
= 2
e(
e(h

®g
= uleuer(h®g

Logo, M « FF' = G« M = ugeggn € o resultado segue.

2. Como A é morfimo de algebra temos A(ly) = 15 ® 1. Logo,

Os itens 3 e 4 seguem de forma anéloga considerando as fungoes e estruturas adequadas.



3 Categorias Trancadas

Defini¢ao 3.1 Uma categoria trangada é uma cole¢ao (C,®,1, a,l,r,c), em que (C,®,1,a,l,1)
¢ uma categoria monoidal e ¢ € um isomorfismo natural entre os funtores ® e ®T, tais
que, para quaisquer U, V., W objetos em C, os sequintes diagramas

CUQV,W

V)W WeUeV)
% M
U (VeWw) WeU)eV
@ (WaV) UeW)a
VoW) — . (VeW)®
UeV)® ® (W eU)
Vel)eW —sVeUeW)

comutam.

Os diagramas acima sao chamados de axiomas do hexagono 1 e 2, respectivamente. O
isomorfismo natural ¢ é chamado de tranga. Observamos que estamos considerando a
como um isomorfismo natural entre os funtores (— ® (—® —)) e ((—® —) ® —), { um
isomorfismo natural entre os funtores Id e Id ® I, e r um isomorfismo natural entre os
funtores Id e I® Id.

Notemos que a categoria monoidal (Set, x,{y},a,l,r) é trivialmente trancada. Para
quaiquer conjuntos U,V € Set, basta definirmos

cuv :UxV =V xU, por cyy(u,v)=(v,u).

Se R é um anel comutativo, entao a categoria ( pM, ®, R, a,l,7,¢) , em que

cov URV =2 VeUcquyu®v) =v®u,

é trancada. Em particular, a categoria dos espacos vetoriais é trancada.
O teorema a seguir mostra como podemos relacionar a associatividade com a tranca, no
tratamento de trés objetos da categoria.

Teorema 3.2 Sejam U,V,W objetos em uma categoria trancada. Entao o sequinte dia-
grama, chamado dodecdgono, comuta:



U (VaW)

/ \

U V)W U®(VeW)
CU’\/®IW ay,w,v
(VU)o W (UoW)eV
a\_/,lU,W cu,w®Ily
Ve (UaW) (Wo U)oV

Iv®cuw a;V%U,V
V& (W ®U) W ® (U V)
ay,w,U IW®CU,V
(VeW)aU ® (Ve U)

cv,w®Iy
aw,v,u
® (Ve W)

Demonstragao: Consideremos as seguintes partigoes no dodecagono:

V ® W)
Iy ®cv,w
au,v,w

(UaV)e ®(WaV)
cu.v®Iw 7 e
(VeU oW (UaW)oV
W V;VV;U,V®W | co.w®ly
Ve (UeW) - S (WeU)evV
Iy®cu.w CU,V®W7:,':V .
Ve (WeU) Wo(UaV)
wwU | Iw®cy.y
(Ve WS ®U W® (VeU)
m ;o M
(WeV)eU

Notemos que o triangulo a esquerda comuta, pois é justamente o axioma do hexdgono 2
da definicao de categoria trancada. O mesmo ocorre com o triangulo a direita, pois é o
axioma do hexagono 2, trocando V' por W. O paralelogramo comuta pois é o quadrado
de naturalidade de ¢. Portanto o dodecagono comuta.
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Proposicao 3.3 Para qualquer objeto W em uma categoria trancada com unidade I, os
diagramas

T W o Wl Wl o 1@ W
W w
Demonstracao: Vamos mostrar que o primeiro diagrama comuta. A maneira de

demonstrar o segundo é andloga.
Considere o diagrama a seguir em que V, W sao objetos da categoria.

av,,w

c W
Ve leWw) VeheoW —""=We (Val)
\ fow s wen| TR
Iy ®cr,w 1 VoW cv,w WV 6 (W ® V) ® I
A% llV@W 5 lW@Vl /
CV,WIy
VoWl —mr—= VoWl W eV el

Mostremos inicialmente que o triagulo 1 comuta.

Observemos que o diagrama externo comuta pois trata-se do axioma do hexagono 1, com
V e I nos lugares de U e V, respectivamente. O triangulo 2 comuta pois é o axioma do
triangulo de categoria monoidal, ja os triangulos 4 e 6 comutam devido ao "axioma do
triangulo modificado”. 3 e 5 comutam devido as naturalidades de ¢ e [, respectivamente.
Temos entao

(cvw @ INaywi(ly @ aw)ly @rw) = awvi(cverw)aviw Iy @ rw)

= awyvi(everw)(lv ® Iw)
awvi(Iw ® lv)cv,w
(lwev)cvw
(cvw @ Dlyow

= (cvw @ Dayvwi(lv @ lw)

Como (cyw ® Ir)aywr ¢ isomorfismo segue que (Iy @ cpw)(ly @ ry) = Iy ® lyy. Portanto
o diagrama 1 comuta, para todo V.

Consideramos agora o seguinte diagrama
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h®cr,w

I (I W)

I
w

rIQW I®

® (W aI)

TWI

L@ W oo > W @ T

crjw

w

Notemos que as laterais deste prisma comutam devido a naturalidade de r. A tampa
comuta pois é justamente o diagrama 1 acima. Deste modo, a base do diagrama comuta,
que era justamente o que queriamos provar.

Defini¢ao 3.4 Uma categoria simétrica é uma categoria trancada (C,®,1, a,l,r,¢c) em
que cyyeyy = lygu, para quaisquer objetos U e V' em C.

Os exemplos de categorias trancadas apresentadas até o momento sao trivialmente simétricas.

As categorias trancadas apresentam uma vantagem em relacao as categorias monoidais
nao trancadas: Se um objeto da categoria trancada possui dual a esquerda, entao também
possui dual a direita e consequentemente é rigida. Relembremos entao as definicoes de
dual e categoria rigida, a fim de provar esse resultado.

Definicao 3.5 Seja V' um objeto em uma categoria monoidal C. Um dual a esquerda
de V€ uma tripla (V* ey, coey) em que V* é um objeto em C, ey : V@V — T e
coey - 1T — V ®V* sado morfismos em C, tais que as composi¢coes

al . . —1
VSTV 2 (v eveV Y L ve (e V) Y Lyl .y

ays * * e * 7‘71
Ve My oI Y g (Ve V) Y (e V) o Ve — 2 e v Yy

sao Iy e Iy«, respectivamente.

Um dual & direita de V ¢ uma tripla (*V, ey, coey) em que *V é um objeto em C,
e/V VeV =>Tecoey: 1 —*VRV sio morfismos em C, tais que as composi¢oes

Iy« ®coe/V voIy

Vvl Ve (tVeV) —Y VeV eV ——" IeV LV
" Ty . coe/V®IV . . a:‘l/,vy*v . . Iv®ey, . iy .
VLIV (VeV)e*V Ve((VerV) Vel-LerV

sao Iy e I+, respectivamente.

Definicao 3.6 Seja C uma categoria monoidal. Dizemos que C € uma categoria rigida se
todo objeto em C admite dual a esquerda e a direita.
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Teorema 3.7 Sejam C uma categoria trancada e V. um objeto em C. Se V' admite dual
a esquerda, entao V admite dual a direita.

Demonstragcao: (Esbogo) Seja (V* ey, coey) um dual a esquerda de V. Como C é
trancada, existem os isomorfismos naturais

vy VRV 2V @Vec ., VRV -V eV

. ’ / .
Definimos ey, e coey, da seguinte forma

! /
—1

. ’ / . . . o~
Agora basta verificar que e, e coey,, assim definidos, satisfazem as composicoes da de-
finicao de dual a direita.
|

4 Mobdulos de Yetter-Drinfeld

Defini¢ao 4.1 Seja H = (H, M, u, A€, S) uma dlgebra de Hopf sobre um corpo K. Um
K -espago vetorial M ¢é dito um mddulo de Yetter-Drinfeld a esquerda sobre H se M
¢ simultaneamente um H-modulo a esquerda e um H-comddulo a esquerda tal que vale a
sequinte relagao de compatibilidade

(hm)(_l) X (hm)(()) = ,o(hm) = hlm(_l)S(hg) X hg.m(o), Yh € H, m € M.
Exemplos de Mdédulos de Yetter-Drinfeld:

1. Todo K-espago vetorial V' é um modulo de Yetter-Drinfeld. De fato, definimos para
he HveV
h.v = ¢€(h)v,
p(v) =1g ®v = v_1) ® V(o).
Com essa ac¢ao e coagao, V' é H-mddulo e H-comodulo, respectivamente. Mostremos

que ¢ vélida a relagao de compatibilidade.

Notemos que,

p(h.v) = p(e(h)v) = €e(h)p(v) = e(h)ly @ v
Por outro lado,
hiv(—1)S(h3) ® he.vgy = hilpS(hs) ® ho.v def de p
h1S(h3) @ €(hg)v
hi1S(e(hg)hs) @ v
h1S(hs) ® v
= ¢h)lg ®@v.
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Provando que V' é um modulo de Yetter-Drinfeld.

2. Seja H algebra de Hopf. Definimos em H a acao e a coagao, respectivamente, por:

ha:=Ig®S)Ah)(z® 1g) = hizS(hy) e p(x) = Ax) =21 @ 29, Vr,h € H.

Mostremos que (H,.) é H-médulo. Sejam h, g, x € H, entao
h.(gx) = h(g125(g2))
h1g125(g2)S (h2)
h1g12S(hag)
h1g1zS((hg)2)
(hg)125((hg)2)
= (hg).x

Mostremos agora que (H, p = A) é H-comédulo. Seja x € H, entao

Iz ®@p)p(z) = (Ig®p)(r1 ® 12)
T1 Q Toy & T,
T, ® X1, ® X2

(A®@ Ig)(r1 ® x9)
= (A®Iy)p(z)

ple@Ig)p(z) = @(e® Ig)(r @ T2)
= €(z1)T2

= X.

Finalmente verifiquemos a validade da relacao de compatibilidade. Sejam h,x € H,

plh.x) = p(hizS(ha))
(h1xS(h2))1 @ (hizS(hs))s
hi,215(h2)1 ® h1,225(ha)2
hi,215(ha,) ® h1,225(ha,), vois S ¢ um antimorfismo de coslgebras.
= hix1S(h3) ® ho, x2S (hs,)
hiz1S(h3) @ hy.xs
= hiz—1)S(hs) ® ha.x(g)
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Portanto H, com a acao e coacao definidas, é um modulo de Yetter-Drinfeld. A
acao definida neste exemplo é chamada de agao adjunta a esquerda de H sobre si
mesma.

3. Seja H uma &lgebra de Hopf. Entao H é um Moddulo de Yetter-Drinfeld com as
estruturas de H-médulo e H-comoédulo dadas por

h.x:=hz p(z)=2.5(x3) @ x2, h,x € H.

A coacao definida neste exemplo é chamada de coacao coadjunta a esquerda de H
sobre si mesma.

Observagao 4.2 Denotamos por BYD a categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld a es-
querda sobre H. Os objetos sao os modulos de Yetter-Drinfeld a esquerda sobre H e
0s morfismos sao aqueles que, simultaneamente, sao morfismos de H-modulos e de H -
comodulos.

Proposicao 4.3 Sejam M, N modulos de Yetter-Drinfeld a esquerda sobre H. Entao,
M ® N com as estruturas de H-modulo a esquerda e H-comddulo a esquerda usuais,

h.(m ®n) = h;.m ® hy.n

plm @n) =m-1yni-1) ® m) @ n(),

¢ um modulo de Yetter-Drinfeld a esquerda sobre H.

Demonstragcao:  Mostremos que é satisfeita a relacao de compatibilidade. Sejam
he Hme M,n € N,
plh.;im®@n)) = p(hy.m® hy.n)
= (hm)y(han) (1) @ (hrm)() @ (ha.n) )
= (Au ®I®I)(h1.m)1) ® (he.n)-1) ® (h1.m)@) ® (h2.n))
= Mgl NI o1 l)(him)cy @ (hm)e) @ (he.n)-1 @ (hen))
= =k

Como M e N sao médulos de Yetter-Drinfeld, temos

(hl.m)(,l) X (hlm)(o) = hhm(,l)S(hlg) &® hlz.m(o)

(hg.n)(,l) ® (hg.n)(o) = hgln(,l)S(h%) ® h22.n(0).
Logo,
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= x
A @I @T®I)hy,m—1)S(h1,) @ h1,.m) @ ho,n-1)S(hey) ® hay.n0)
(Ag @ I @ I)hy,m-1)S(h1,) @ ho,n(—1)S(ha,) @ hi,.m0) @ ha,.n)
hi,m—1)S(hiy)ha,n(—1)S(hay) @ hiy.mo) @ hay.n(o)
him(—1)S(hg,)hz,n_1)S(hs) ® ho.m) ® ha.no)

= him_1e(hg)ni1)S(hs) @ he.my ® ha.n)

(-

= himyne1S(hs) ® e(hg)hy.m@y @ hy.n()

= himyne1)S(hs) @ he.mg @ e(hg)hy.n)
him—1yn—1)S(ha) ® ha.mg) ® €(hs, )hs,.n(0)
him—1yn—1yS(ha) ® ha.mg) @ hg.n)
him—1yn-1)S(hs) @ ha, .My ® hay.n0)

= himyneS(hs) ® he.(me) @ n))

= hi(m®n)1)S(hs) @ ha.(Mm(0) ® n(o))

= hi(m®n)1)S(hs) ® ha.(m @ n) ).

Portanto M ® N é um mddulo de Yetter-Drinfeld.

Teorema 4.4 Seja H uma dlgebra de Hopf. Entio YD é uma categoria monoidal.

Demonstracao: Consideramos ® = ®g. Pela proposicao anterior, se M, N € #YD,
entdo M @ N € HYD. Pela primeira secio deste trabalho temos que se f, g € 2YD, entdo
f®gefyD.

Definimos I := K. Isso é possivel pois, ja vimos que, todo K-espaco vetorial é um moédulo
de Yetter-Drinfeld.

Além disso, basta definir os isormorfismos naturais a, [ e r de modo trivial, ou seja, para
quaiquer M, N, P € BYD, definimos

apynp  M@(N®P)— (M®N)® P,
por ay N p(M® (N®p))=(Mmen)dp, ly(m)=m®1le rM(m) =1®m.

Teorema 4.5 Seja H uma dlgebra de Hopf. Para quaisquer M, N € LYD a funcao
cun: M@N — N®M tal que ey n(m®@n) = m_1y.n®@my € um morfismo em BYD.
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Demonstragao: Mostremos que cprn é morfismo em 2YD. Sejam h € Hym € M e
n € N. Entao

cun(h.(m®n)) = cyn(hi.m® hyn))
(h1.m)(<1).(he.n) @ (h1.m) )
(h1,m(—1)S(h1,)).(he.n) @ hy,.m(
(ham-1)S(h3)).(ha.n) & ha.m)
(ham—1yS(hg)hys).n ® hy.m)
(him—1ye(hg)1g).n @ he.m)
(ham(-1)).n @ (e(hg)hz).m )
(ham—1y).n ® hy.mg
ha.(m-1).m) @ ha.m)
h.(m-1).n & m))

= h.cyn(m®n).

perun(m®@n) = p(m1y.n @ mq))
(m—1)-n) (1) (Mm(0)) (=1) ® (M(=1)-n)(0) @ (M(0))(0)
(m(—1))1n-1)S((m(-1))s) (M) (1) ® M(-1)100) ® (M(0))(0)
M4y (-1) S (M(=2))M(=1) @ M(=3)-N(0) @ M(0)
m—gn-1)S((m(-1))1)(m-1))2 © m-2).n(0) @ m)
m(—3)n(-1)€(m(—1))1 ® m(_2).n(0) ® M)
m(—gn(-1) ® €(m(_1))m(-2).n(0) © M)
m(—2)n(-1) @ €((m(_1))2)(M(-1))1.n0) ® M)
m(-z)n(-1) ® (m(-1)).n() ® m()
m-1yn(-1) @ (M) (-1)-n(0) ® (M(0))(0)
(I ® epn ) (m—1yn(-1) ® m) @ n())

= ([ ®cun)p(mn).

Logo, para quaisquer M, N € BYD, cp; ny é morfismo de H-médulos e de H-comédulos e
portanto um morfismo em £YD.

|
Proposicao 4.6 Considere os funtores ®, QT : flyD X g))D — g))D. Entdo a colecdo
{eun M @N = N @M}y yeuyp define uma transformagdo natural ¢ : ® — Q7.

Demonstracdo: Sejam (M,N),(M',N') € ByD xEyDe (f,g): (M,N)— (M',N")
um morfismo. Mostremos que o diagrama
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CM,N

M ® N N®M
f®g 9o f
M/ 2 N/ M’ N’ N/ 2 M/

comuta.
Sejam m € M,n € N, entao

(9@ feun(men) = (¢& f)(m-1).n@mq))
Wmnm®ﬂww
m(— 19(”) ( )

f(m)y ()®f( m)o)
= Cy N( f(m) @ g(n))

= CMN( g)(m@n).

Proposigao 4.7 Sejam H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora e M, N € EYD.
Entao o morfismo cyn € inversivel em gyD.

Demonstragao: Sejam M, N € 2YD, definimos dyy : N @ M — M ® N por

dyn(n®m) =me @S (m_1).n.
Afirmamos que dy y € inversa de cp; . De fato, sejam m € M,n € N,

duncun(m@n) = dyn(me.n @ mq)
= M) @5 (m©)n)-(m-nn)
m) ® S~ (m(-1)).(m—2)-n)
m) @ S~ (m_1))(m—z)).n
M) ® S~ (m-1),)(m(-1),) 1
= x
Como S é a antipoda temos S(hy)hy = €(h)1y,Vh € H, logo S(h1)S(S7(hs)) = e(h)1y.
Assim, pelo fato de S ser antimorfismo de algebras, segue que
S(S~!(hg)hy) = €(h)1y e portanto aplicando S™! temos

Sil(hQ)hl = E(h)lH
Logo,
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* = m) © (e(m-1)1m)n
= e(m-1))me) @n

= mQen.

De forma analoga ¢y ndy n(m @ n) = m ® n.
Logo dyn = 017417 Ny € como ¢y € morfismo de H-médulo e de H-comddulo segue que
-1 , ,
¢y também é.
[ |

Teorema 4.8 Se H € dlgebra de Hopf com antipoda bijetora, entio (YD, @k, K, a,l,r,c)
€ categoria trancada, em que

aynp: MRIIN®@P) - (M®N)®P
m@nep) = (mOn)@p

ly: M - MK ry: M - MK
m — me1l m — 1®m

Demonstracao: E claro que a,l,r sao isomorfismos naturais. Verifiquemos que ¢ sa-
tisfaz o primeiro axioma do hexagono.

apyn(cuenp)ounp(Mm® (n®p)) = apun(cuenp)(m®n)®p)
appN (M ®n)-1)).p® (M & n)o)
apmN((Mnn1))p @ (M) @ 1))
= ((myne)p®me) @n)-

Por outro lado,

(e pory)omp NI @ cnp)(m® (n®p)) = (cmpory)ampn(m® ("(0) P& ”(0)))
(ear,pory ) ((M ® ng)-p) @ n())
= ((mnn-1)p @ m)) @ n().

A verificacao de que o segundo axioma do hexdgono comuta é analogo.
Portanto (YD, @y, K, a,l,7,c) é categoria trangada.

Teorema 4.9 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora e tal que BYD ¢ uma
categoria simétrica. Entao H = K.
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Demonstracao:

Consideremos M := H com a agao h.v = hyxS(hy) e com a coagdo p(v) = 1 ® T, €
N :=H com h.x = hx e p(z) = 215(x3) ® 3, Ya,h € H.

J& vimos que M e N sao médulos de Yetter-Drinfeld e assim como, por hipétese, ZYD ¢
categoria simétrica, segue que

(cuneny)(lp @) =1y @ z, Vo € M.

No entanto, usando a definicao da tranca e as agoes a coacgoes de M e N, obtemos:

cunen(lg ®@x) = cun((la)-n-2 @ (1g)©))
e Nn(1gS(ly).x ® 1)
e (T ® 1y)
T(-1)-1r ® ()
1.1y ® T4
r1ly ® 29

= I X Is.

Logo, 1y @ x = 21 ® x5, Vo € M.
Aplicando (I ® €) em 1y ® x = 1 ® To, temos

ly®e(r) =21 Q€(r3) =m€e(12) @1y =2 ® 1y.

Deste modo, 1gye(x) = zly, Vo € M = H, e assim, concluimos que z € K1y = K.

Em outras palavras, o teorema esta nos dizendo que que se H nao é isomorfa a K, entao
a categoria dos modulos de Yetter-Drinfeld é um exemplo de uma categoria que nao é
simétrica.

5 Algebras de Hopf trancadas em 2yD

Seja H uma &lgebra de Hopf com antipoda bijetora, e #YD a categoria trangada dos
médulos de Yetter-Drinfeld. Consideramos (S, mg, pis), (R, mp, pur) dlgebras em YD,
entao é possivel definir uma estrutura de algebra em R ® S, através da tranca cg g, da
seguinte maneira:

Mrgs = (Mr@mg)(Ip®csr®Is) € firgs = (r @ ps)lk.

Uma simples verificacao mostra que, de fato, (R® S, mpes, lres) ¢ uma dlgebra em £YD.
Esta algebra é denotada por R®S.
Isto motiva as seguintes defini¢oes:
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Definigao 5.1 Uma bidlgebra trancada em YD é uma colegio (R, m,u, A\ €) em que
(R,m, u,) € uma dlgebra em 2YD, (R, A, €) é uma codlgebra em EYD, A : R — RRR e
€ : R — K sdo morfismos de dlgebras.

Definigao 5.2 Seja R uma bidlgebra trancada em 1YD. Dizemos que R é uma dlgebra
de Hopf trancada de em YD se existe um morfismo K -linear S : R — R que é o inverso
do morfismo identidade, sequndo o produto de convolu¢do, na dlgebra Hom(R, R). S é
chamado de antipoda.
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