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Resumo

Neste trabalho vamos apresentar a demonstragao de trés resultados principais a
respeito de anéis de divisao: o Teorema de Wedderburb, o Teorema de Jacobson e
o Teorema de Frobenius.

1 Introducao

Um anel R ¢é denominado um anel de divisao se R\{0} é um grupo multiplicativo, ou
seja, se para todo = € R\ {0}, existe y € R, tal que

Ty =yr = 1p.

E uma estrutura rica, pois nela podemos somar, subtrair, multiplicar e dividir. Notemos
que, acrescentando o axioma da comutatividade da multiplicagdo a um anel de divisao,
obtemos um corpo. Deste modo, todo corpo é um exemplo de anel de divisao. No entanto,
os exemplos mais interessantes sao os nao comutativos.

Um exemplo tradicional de anel de divisao nao comutativo é o anel dos quatérnios H,
apresentado em 1843 por Hamilton:

H = {a + bi + ¢j + dk|a; b; c;d € R}.

A adicao e a multiplicacdo em H sao definidos da seguinte maneira:

(a1 + bai + c1j + dik)+(az + bai + caj + dok) =(a1 +az) + (by +b2)i + (c1 + ¢2)j + (di + d2)k

(a1 —+ bll + Clj -+ dlk).(a2 —+ bzl + C2j + dzk) =
= (a1a2 — blbg — C1Cy — dldg) -+ (albgbl(lz + Cldg — dlcg)i—F
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+(a102+cla2 —l—dlbg—bl.dg)j+(aldg—i‘dlaz—{—blCQ—Cle)k.

Além disso, dado a + bi + ¢j + dk € H, nao nulo, seu inverso multiplicativo é dado por

em que, m = a® + b*> + c® + d*. Assim H é um anel de divisdo nao comutativo.

Outros exemplos podem ser encontrados na se¢ao 14 da referéncia [5], onde o autor apre-
senta a construcao classica de varios anéis de divisao nao comutativos.

Com relagao aos ideais de um anel de divisao, temos o seguinte resultado:
"Em um anel de divisdo os unicos ideais a esquerda (resp. direita) sao os triviais.”

De fato, sejam R um anel de divisdo e S um ideal de R. Supomos que S # (. Se
s € S,s # 0, entdo rs € S, para todo r € R. Em particular, considerando r = s7!
obtemos que s7's = 1z € S. E assim concluimos que S = R. Segue, deste fato, que todo
anel de divisao é um anel simples.

Neste trabalho vamos focar nossa atencao em trés resultados principais a respeito de anéis
de divisao. O primeiro relaciona, de forma surpreendente, a comutatividade da operacao
de multiplicacao com a quantidade de elementos do conjunto. Mais precisamente o resul-
tado afirma que:

Todo anel de divisao finito € um corpo.

Esse resultado é conhecido como Teorema de Wedderburn ou Pequeno Teorema de Wed-
derburn pois é devido ao Matematico MacLagan Wedderburn, que em 1905 apresentou
trés provas diferentes para o teorema. Outros matematicos, como por exemplo, Leonard
E. Dickson, Emil Artin, Hans Zassenhaus, Nicolas Bourbaki, Ernest Witt, etc, também
apresentaram demontragoes. Escolhemos, neste trabalho, apresentar a prova feita em
1931 por Ernest Witt, que se destaca por ser bastante simples. Essa versao de Ernest
Witt pode ser encontrada na referéncia [1].

O segundo resultado, conhecido como Teorema de Jacobson, é uma generalizacao do
Teorema de Wedderburn feita em 1945 por Nathan Jacobson, um brilhante aluno de
doutorado do préprio MacLagan Wedderburn. Mostraremos que:

Se para todo elemento de um anel de divisao existir um nimero natural
n > 1 tal que o = a, entao o anel de divisao é um corpo.

Notemos que o Teorema de Jacobson é de fato uma genaralizacao do Teorema de Wed-
derburn:

Se D um anel de divisao finito, com ¢ elementos, entao D\ {0} é um grupo multiplicativo
com ¢ — 1 elementos e portanto d?~! = 1, donde segue d? = d. Assim, um anel de divisao
finito sempre satisfaz as hipéteses do Teorema de Jacobson.



O terceiro resultado, Teorema de Frobenius, trata-se de uma classificacao de anéis de
divisao:

”Todo anel de divisao algébrico sobre o corpo dos reais € isomorfo: ao corpo
dos reais, ou ao corpo dos complexos, ou ao anel de divisao dos quatérnios.”

Esse resultado foi demonstrado em 1877, anteriormente aos dois resultados ja citados, pelo
Matematico alemao Ferdinand Georg Frobenius. Ele caracteriza, a menos de isomorfismo,
os anéis de divisao sobre o corpo dos niimeros reais.

A demonstracao do segundo e terceiro resultado, bem como uma outra prova para o Te-
orema de Wedderburn, podem ser encontrados na referéncia [3].

2 O Teorema de Wedderburn

Iniciamos discutindo alguns ingredientes necessarios para a demonstracao do Teorema de

Wedderburn.

2.1 Raizes da unidade

Qualquer nimero complexo z = x + iy pode ser escrito na forma polar

2z =re” = r(cosh + isinf),

em que r = |z| = /22 + y? é a distancia de z até a origem e 6 é o angulo medido a partir
do eixo x positivo.

A partir da forma polar de um nimero complexo podemos obter os resultados a seguir,
que dizem respeito a exponenciacao e raizes n-ésimas no conjunto dos niimeros Complexos.

Teorema 2.11: Dado o ntimero complexo z = p(cos @ + i.sin ), ndao nulo, e o nimero
inteiro n, entao

2" = p"(cosnf +isinnd) (1* Férmula de Moivre).

Teorema 2.12: Dado nimero complexo z = p(cos @ +i.sinf) e o nimero natural n(n >
2), entdo existem n raizes n-ésimas de z que sao da forma:

2

2
2= /. [cos <€ + kl) +isin <€ + k. )} (2* Férmula de Moivre),
n n n

n

em que, {/pERT" e 0 <k <n—1

Consideremos o polinémio z™ — 1. Como 1 = 1(cos0 + isin0), as n raizes de =" — 1,
chamadas raizes n-ésimas da unidade, em C, sao

Ak:cos(%—ﬂ>+isin(%—ﬁ>:emfwﬂ, 0<k<n-1.

n n



Definindo £ := e%, vemos que \; = & e portanto o conjunto de todas as raizes da
unidade

B={¢¢, ... =1}
forma um grupo ciclico de ordem n gerado por &.
Observemos que a ordem (menor expoente positivo tal que £¢ = 1) de uma raiz da unidade
pode ser menor do que n, por exemplo, (—1)? = 1 e portanto -1 é uma raiz de ordem 2,
ja 1 é raiz de ordem 1, pois 1* = 1. Por outro lado, existem raizes de ordem n. De fato,
considere \; = e’n = cos(2) +isin(2), teremos (A))" =1 e (A\)F # 1 para 0 < k < n.

Observemos também que a ordem de uma raiz n-ésima da unidade é numericamente igual
a quantidade de elementos do subgrupo gerado por ela. Logo, pelo Teorema de Lagrange,
a ordem de uma raiz divide n, em que n é a quantidade de elementos do grupo .

Além disso, como [ é ciclico, para cada inteiro m que divide n, existem raizes da unidade
de ordem m ([2], pagina 65 ).

Geometricamente as raizes da unidades localizam-se no plano complexo, sob o circulo
unitario. Formam um poligono regular de n lados. Segue abaixo representagao grafica de
raizes n-ésimas para n = 3:

2.2 Resultados auxiliares

Notagao: No decorrer do trabalho |A| representard a quantidades de elementos do con-
junto A.

Definigao 2.21: Seja R um anel, o centro de R, denotado por Z(R) é o conjunto de
todos os elementos que comutam em R, ou seja,

Z(R) = {z € Rlzr = rz,Vr € R}.

Definicao 2.22: Sejam R um anel e s € R, o centralizados de s em R, denotado por Cj
é o conjunto de todos os elementos de R que comutam com s, ou seja,

Cs ={z € R|zs = sz}.

Lema 2.23: Sejam R um anel de divisao, Z(R) o centro de R, Cs (s € R) o centralizador
de s em R, entdo Z(R) e Cs sao subanéis de divisao de R.



Demonstragao: Sejam 2,29 € Z(R), entao

r.(21+ 22) =1z + 120 = 210 + 20.7 = (21 + 29).7
e
r(z1.20) = (r.z1).22 = (21.7) 29 = 21.(1.22) = 21.(22.7) = (21.29).1.

Logo 21 + 29, 21.290 € Z(R), donde Z(R) é subanel de R.
Seja z € Z(R),z # 0, entao 2~ € Z(R). De fato, notemos que,

1

r=rl=rzz"t=zrz"' Vr € R.

Multiplicando em ambos os lados (pela esquerda) da equacao acima por 2z~ obtemos,

2 lr=rz"VreR.

Assim 27! € Z(R) e portanto, Z(R) é um subanel de divisao de R.
Agora, seja s € R, ry,ry € C

s.(r14re) =811+ 813 =11.8+1r9.8 = (r1 +19).8

s.(r1.rg) = (s.r1).ry = (11.8)r9 = 1r1.(8.19) = 1r1.(r2.8) = (r1.12).5.

Deste modo, 1 + 79, 11.79 € Cy, donde C é subanel de R.
Seja r € Cy,r # 0, entao r~! € Cy. De fato, notemos que,

s=s1=srr ' =rsr L.

Multiplicando em ambos os lados (pela esquerda) por r~! obtemos,

Logo r~! € O e O é um subanel de divisao de R.

Corolério 2.24: Z(R) é um corpo.
Demonstragao: Pelo resultado anterior Z(R) é um anel de divisdo. Como Z(R) é

comutativo, segue que é corpo.
]

2.3 Demonstracao do Teorema de Wedderburn

Teorema (WEDDERBURN): Todo anel de divisao finito é um corpo.

Demonstragao: Parte 1: Sejam R um anel de divisao finito, Z(R) o centro de R,
Z(R) ={z € R|zr =rz,Vr € R},
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e para todo elemento s € R o conjunto Cs dos elementos de R que comutam com s,
Cs ={z € R|zs = sx}.

Pelos lemas anteriores, segue que Cy é um subanel de divisao finito de R e Z(R) um corpo
finito contido em R com, digamos, ¢ elementos. Como 0,1 € Z(R) segue que q > 2.
Considerando R como um espago vetorial sobre Z(R) temos |R| = ¢", em que, n =
dimyzr)R. Analogamente, considerando, para cada s € R, C; como um espaco vetorial
sobre Z(R), temos |Cs| = ¢"*, onde n, := dimyg)Cs.

Suponhamos, por contradicao, que R nao é um corpo, ou seja, que R nao é comutativo,
entao n > 1. De fato, se R nao é comutativo e n = 1, entao existe uma base de R com
apenas um elemento. Seja [ = {b} esta base. Assim, dado r € R\ Z(R), existe z € Z(R),
de modo que r = zb. Por outro lado, dado r' € Z(R), existe 2’ € Z(R) tal que r’ = 2'b,

/

ou seja, b = T—/ € Z(R), donde concluimos que r € Z(R). Contradigao. Logo, se R nao é
z

comutativo, segue que n > 1.

Seja R* := R\ {0}, o grupo multiplicativo associado a R. Consideremos em R* a seguinte
relacao:

Yra para algum z € R*.

r~rier =27
~ ¢é uma relacao de equivaléncia e particiona R* em classes de equivaléncias denominadas
Classes de Conjugacao.
Seja A, := {7 'sx : x € R*} a classe que contém s. Notemos que |A,| = 1 se, e somente
se, s € Z(R). Como assumimos que R nao é comutativo exite pelo menos um elemento
s € R* tal que |A4| > 2.
Sejam Ay, ..., A, Apy1, ... Aryq—1 as classes de conjugagao de R*, em que Ayyq,...Ary4—1 580
classes associadas a elementos do centro de R* (cada elemento de Z(R)* define uma classe
com um elemento). Concluimos que:

t+q—1

B = ) Al
ztzl i
= Z|Ai|+Z|At+z‘|
=1 1=1

t

= > Al +IZ(R)).

i=1

Nosso objetivo agora é encontrar uma relacao para a quantidade de elementos de A,
para todo s € R. Para tanto, consideremos, para todo s € R*, a aplicagao sobrejetiva
fs : R* — A,, definida por fs(z) = x~'sz. Notemos que

1 1

fs(x) = fsy) & z7'sw=y 'sy
& (yal)s=s(yz™)
& yrleCr
& yellr,

(1)



em que, Cix = {zz|z € Ct} e |CF| = |Clx|, ou seja, |Clx| = ¢ — 1.
Logo, cada elemento o~ 'sx € A, estd associado, pela f,, precisamente a todos os ¢™ — 1
elementos de C}z. Deste modo,

|| = |ASl|C] = [A]ICE]

Em particular, obtemos que a quantidade de elementos de C? divide a quantidade de
elementos de R*, ou seja:

R* n __ 1
\|C : _ 4 = |As| é um inteiro para todo s. (2)
;‘ q”s —

Substituindo a equagao (2) em (1) e lembrando que |R*| = ¢" — 1 e Z* = ¢ — 1, obtemos
a chamada Formula de Classe:

t
Cl=g-1+ ,
RS et

n
qn—1
de um elemento que nao estd em Z(R).

Mostremos agora que n;|n para todo i.
Suponhamos que n = k.n; +r, com 0 < r < n; e notemos que

em que, > 1 parai € {1,...t}, pois representa a quantidade de elementos da classe

1= (" =)@+ T+ T (- 1) (3)
1
o qT'_

Como C} é um subrugrupo multiplicativo de R* temos, pelo Torema de Lagrange, que
|C%| divide |R*|, ou seja, ¢™ —1]|¢" — 1. Assim, pela equagao (3), obtemos que ¢"i —1|¢" — 1
e isto implica em r ser igual a zero, caso contrario teriamos uma contradicao, pois r < n;.
Concluimos portanto que r = 0 e n;|n.

Parte 2: Considere o polindémio p(x) = 2™ — 1 e o grupo ciclico das raizes da unidade
B ={& &% ..., £"}. Agrupamos as raizes de ordem d e definimos:

ga(x) =[] (@—=N.

A de ordem d

Deste modo,

2" =1 =[] dalx). (4)

dln



Afirmagao: Os coeficientes dos polinomios ¢,(x) sao inteiros, ou seja, ¢,(x) € Zlz], e o
coeficiente constante é 1 ou -1.

De fato, para n = 1, temos ¢;(x) = x — 1 e a Unica raiz é 1. Agora vamos assumir, por
indugao, que ¢q4(z) € Z[x] para todo d < n e que o coeficiente contante de ¢4(z) é 1 ou
-1. De (4) obtemos que

2" — 1= p(x)pn(7), ()
em que,

l n—l

p(x) = Zpi:z:i e onlx)= Zaj:z:j,

i=0 j=0
com p; € Z e pgp =0 ou pg = —1, pois

)= [ oulo).

Aln(A#£n)

Observando os dois lados da equagao (5) percebemos que ag € {1, —1}, pois —1 = ppay.
Agora, supondo que ag, a1, ...ay_1 € Z, mostremos que o coeficiente de z¥ é um inteiro. O
lado esquerdo de (5) afirma que o coeficiente de z¥ é um inteiro e partir do lado direito
de (5) temos que o coeficiente de z* é dado por:

k k
Zpiak—z’ = Poly + Zpiak—z’~
i=0 i=1

k

Como | poax + Zp,»ak_i € 7, gy .oory Qf_1, Doy -, P& € Z, concluimos que poar € Z e
i=1

entdo, como py € {—1, 1}, segue que a;, € Z.

Logo, ¢n(x) € Z|x], para todo n.

Parte 3: Seja n; um dos nimeros que aparecem na Férmula de Classes. Sabemos que n;
divide n, entao existem raizes da unidade de ordem n;. Deste modo, como as raizes de
ordem até n; sdo precisamente as raizes de (z™ — 1), obtemos:

2" —1=]]¢a(x) = @™ = Dgn(z) [ ¢alx).

din d|n,dtn;,d#n

Portanto, como ¢, (x) € Z[z] para todo n, temos em Z as seguintes relagoes de divisibili-

dade

q" -1
¢ —1

onlq)lg"—1 e oulq)l



Como (6) vale para todo i, segue que

On(@)lg — 1.

No entanto, isto nao pode ocorrer. De fato, notemos que

ou(z)= I] @-N.

A de ordem n

Seja A = a + b uma das raizes de ordem n. Como estamos supondo n > 1, segue que
A # 1 (1 é uma raiz de ordem 1). Deste modo, a < 1, pois as raizes estao sobre o circulo
unitario. Logo,

g= A2 = lg—a—ib?=(q—a)?+}?
= ¢*—2aq+a*+ b
= ¢*—2aq+1
> ¢ —2¢+1, pois a < 1
= (¢—1)>*

Assim, para toda raiz X de ordem n, temos valida a seguinte desigualdade

lg— X >q—1,

e como q > 2, segue que,

on(@)l =[] le=A>q-1

A de ordem n

Logo, ¢,(q) ndo pode ser um divisor inteiro de ¢ — 1. Contradicao.
Portanto, a suposicao de que D nao é comutativo esta incorreta, donde concluimos que
D é um corpo.

|
Corolario: Seja D um anel de divisao e R um subanel finito de D, entao R é um corpo.

Demonstracao: Seja R = {ri,...,r,} um subanel finito de D. Para cada r; # 0,
i € {1,...,n}, considere os seguintes produtos:

Trir1, riro, .15y ...y TiTp .

Notemos que se k # j, entdo r;ry # r;r;. De fato, se ryry = r;rj, entdo ri(ry —r;) =0e
como D ¢é anel de divisao, segue que r, —r; = 0, ou seja, ry = r;.

Assim, todos os n produtos acima assumem valores distintos em R e portanto, existe
k € {1,...,n} de modo que r;ry = r;. Isto implica que r, = 1, ou seja, 1 € R. Mas se



1 € R, entao existe algum produto r;r;, tal que, r;r; = 1. Logo r; é inversivel e R é um
anel de divisao.
Portanto, pelo Teorema de Wedderburn, R é um corpo.

3 O Teorema de Jacobson

Enunciamos abaixo algumas definicoes e lemas com o objetivo de provar o Teorema de
Jacobson, que pode ser interpretado como uma generalizacao do Teorema de Wedderburn.

3.1 Resultados basicos
Lema 3.10: Se G é um grupo finito e a € G, entdo al®l = 1.
Demonstragao: Ver [3], pagina 51.

Definigao3.11: Seja R um anel com unidade. A a caracteristica de R é o menor inteiro
positivo n, tal que, n.1gr = 0. Se R tem caracteristica n, denotamos char(R) = n.

Proposicao 3.12: Seja D um anel de integridade, entdao ou char(D) = 0 ou char(D) = p,
em que p é um primo.

Demonstragao: Ver [2], pagina 178.

Lema 3.13: Seja F' um corpo finito, entao F' possui p™ elementos, em que, p é um
numero primo que representa a caracteristica de F.

Demonstracao: Ver [3], pdgina 361.

Lema 3.14: Para todo nuimero p primo e todo inteiro positivo m existe um nico corpo
que contém p™ elementos.

Demonstragao: Ver [3], pagina 361.
Coroldrio 3.15: Se um corpo F possui p™ elementos, entdo a?” = a para todo a € F.
Demonstragao: Ver [3], pagina 361.

Lema 3.16: Sejam K um corpo finito com ¢ elementos e F' C K, em que K também é
corpo finito. Entao K possui ¢" elementos, em que n = dimpkK.

Demonstragao: Ver [3], pagina 361.
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Defini¢ao 3.17: Dado um corpo F|, dizemos que L (corpo) é uma extensao de F' se I é
subcorpo de L. Denotamos essa extensao de corpos por F' C L ou L = F.

Definicao 3.18: Seja F' C L extensao de corpos e seja a € L. Entao a é dito ser um
elemento algébrico sobre F se existe um polinomio nao nulo p(z) € Flz] tal que p(a) = 0.
Se F' C L extensao de corpos e a € L tal que a ¢ F. Entao denotamos por F(a) o menor
corpo tal que F' C F(a) e a € F(a).

Lema 3.19: Suponha que K D F e que a € K ¢ algébrico sobre F' de grau n. Entao
F(a), o corpo obtido agregando a a F' é uma extensdo finita de F' e dimpF'(a) = h.

Demonstracao: Ver [3], pdgina 201.

Lema 3.20: Se F' é um corpo finito e |F| = p™, entdao o polinomio 27" — x € F[x] se
decompoe em F'[z]| da seguinte forma:

" — = H(x—)\).

AeF

Demonstracao: Ver [3], pdgina 362.

3.2 O Teorema

Lema 3.21: Sejam R um anel, a € R e a aplicagao T, : R — R definida por z7Ta :=
ra — ax. Entao,
mm—1) 5 5 mm—1)(m—2) 4

eT™ = za™ — maza™ " + — 5 e - 3l a*ra™? + ..

Demonstracao: Ver demonstragao por indugao em [3], pagina 369.

Lema 3.22: Sejam R um anel e p um numero primo positivo. Se pxr = 0 para todo
z € R, entdo 2T?" = za?" — " z.

Demonstragao: Ver demonstragao por indugao em [3], pagina 369.

Lema 3.23: Sejam D um anel de divisdo com caracteristica p > 0 (p primo), Z(D) o
centrode D e P =1{0,1,2,....(p — 1)} o subcorpo de Z(D) isomorfo a Z,. Suponha que
a € D\ Z(D) é tal que a’" = a, para algum inteiro postitivo n. Entdo existe x € D tal
que:

(i) zaz~! # a.
(ii) waxz™t € P(a), o corpo obtido pela adjungao de a a P.

Demonstracgao: Consideremos a aplicagao T, : R — R, definida por, zTa := xa — ax.
Como a?” = a, temos que a é raiz do polinomio p(zr) = 2" — x € Plz]. Assim, a é
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algébrico sobre P e portanto, pelo Lema 3.19, P(a), o corpo obtido pela adjungao de a a
P, é finito.

Considerando P(a) como um espago vetorial sobre P obtemos que |P(a)| = p™, em que,
m = dimpP(a). Assim, pelo Lema 3.15 segue que u?" = u, para todo u € P(a). Logo,
pelo lema anterior, temos:

yIr" = ya" —ay

= ya—ay
= yTa:

donde inferimos que a igualdade TP" = T, é verdadeira.
Seja A € P(a), entdo,

)T, = (Ax)a—a(Az)
= Aza — Aax, pois A € P(a) C Z(D)
= Mxa— ax)
= MNaTy,).
Deste modo, a aplicacdo Al : D — D, definida por A (y) := Ay comuta com T, para
todo A\ € P(a).

Consideremos o polinémio 2P — . Pelo Lema 3.20, e como u ¢é raiz, podemos reescreve-lo
’ )
da seguinte maneira;:

XeP(a)
Como T, comuta com Al para todo A € P(a) e como TP" = T,, obtemos que
0=T0" ~-T,= [] (T. - AD).
XeP(a)

Suponha, por absurdo, que y(7, — AI) # 0 para todo A € P(a), A # 0 e para todo y € D.
Notemos que

H (Ta_)‘j)

AEP(a)

pode ser reescrito da seguinte forma:

Ta(To = M) (Ta = An),

em que Ap, ..., \; sao os elementos nao nulos de P(a). Assim, se y(T, — A\I) # 0 para
todo A € P(a), A # 0 e para todo y € D, obtemos que T, = 0, donde segue que
0 = yT, = ya — ay, para todo y € D. Neste caso, ya = ay, ou seja, a € Z(D).
Contradicao.

Concluimos que existe 0 # A € P(a) e 0 # = € D tais que x(T, — AI) = 0. Deste modo,
xa —ax — Axr = 0 e portanto

rar ' =a+ )\
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Como a, A € P(a), segue zax~' € P(a) e como \ # 0, obtemos que

rax~' # a,

como queriamos mostrar.

1

Corolario 3.24: No lema anterior, temos xax™ = a™ para algum inteiro m.

Demonstragao: Seja a de ordem 7. As raizes de p(z) = 2" — 1 sdo 1,a,d?,...,a" L.

Notemos que (z7'az)" = x7'a"z = 1. Logo x'ax é uma raiz de p(z) = 2" — 1 e portanto
é igual a a™ para algum m.

Teorema (JACOBSON): Seja D un anel com divisao tal que para todo a € D existe
um inteiro positivo n(a) > 1, dependente de a, tal que ™ = a. Entdo D é um corpo.

Demonstracgao: Seja a € D, entao, por hipétese, existem inteiros m e n tais que a™ = a
e (2a)™ = 2a. Considerando s := (n — 1)(m — 1) + 1, temos s > 1,

a® = a(n—l)(m—l)—H
= (a".a )™ Vg

= (a.a V)™V

e analogamente, (2a)* = (2a). (7)

Por outro lado, (2a)° = 2°a®. De fato, para s = 2 temos (2a)? = (a + a)? = 4a®. Por
hipétese de inducao assuma que (2a)* = 2Fa*, para 2 < k < s.

Assim,
(2@)8 — (2a)s—1+1

= (2a)*!(2a)

= 2710571 (2a)

= 27'a* L (a+a)

= 27 lgsla+ 257 a
_ 9slgs 4951y

— 251(g* 4 g

— 2l (2.a)

= 2%.a°.
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Notemos ainda que como a® = a, obtemos que 2°.a° = 2°.a (8)
De (7) e (8) temos que 2°a = 2a, ou seja,

(2°—=2)a=0 es>1

Logo D possui caracteristica maior do que zero. Como D é anel de divisao sua carac-
teristica é um nimero primo p.
E evidente que:

.Z(D) é um corpo contido em D,
Jdp € Z(D),
.m;.1p € Z(D), para todo m; € Z,1 <m; <p—1.

Além disso, se i # j temos m;.1p # m;.1p: de fato, se m;.1p = m;.1p com (m; > m;),
entdo (m; —m;)1p = 0. Notemos que (m; —m;) < p, contradizendo o fato de D ter
caracteristica p.

Logo Z (D) contém pelo menos p elementos distintos.

Denotemos por P, o corpo que possui p elementos e que esté contido em Z (D) (P é iso-
morfo a Z,). Como a™ = a, ou seja, a é raiz do polinomio ¢(z) = 2" —x € Plz] ( pois 1€
P), obtemos que a é algébrico sobre P. Assim concluimos que P(a), o corpo obtido
pela adjuncio de a com P, é finito; e a quantidade de elementos de P(a) é p", em que
h = dlmpP(a)

Além do mais, como a € P(a), temos que a?" = a.

Suponhamos, por absurdo, que a ¢ Z(D), entao, pelo lema anterior, existe b € D, tal
que,

bab™! # a. (9)

Analogamente ao raciocinio feito para a, obtemos que W= b, para algum inteiro k.
Definimos o seguinte subconjunto de D:

ph—1pF—1

W:={x € D|x = Z Zpijaibj,pij € P}.

i=0 =0

Notemos que W # & pois a,b € W. Além disso, W é um subconjunto finito de D e é
fechado em relagao a soma. Mostremos que é fechado em relagao a multiplicacgao:
Devido ao lema 3.24, temos ba = a™b. Deste modo,
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b"a® = Dbb...bbbaa...aq
S——

T VEZES s vezes

= bb...bb ba a..aa
——

—=a™mb

= bb...bba™ba..aa
= bb...bba™ ba ..aa
=~

=a™b

= bb...bba™a"ba..a

= bb..bba™a™..a" b
——

= bb..b ba’ b
~——

:amsmb

= bb..ba™*bb

= a™*b'Vr,s € N.

ph—1pF—1 ph—1pF—1
Sejam x,y e W, z = Z Z pijaibj, Yy = Z Z pratbl. Logo,
i=0 j=0 k=0 1=0
ph pk ph pk:
ry = | 22 puat | | D> puadV
=1 j=1 k=1 l=1

_ kmJ +igj+1
= PijPria v

Notemos que a?" "t = 1, entdo como km/ +i = (p" — 1)g+ 7 em que 0 < i’ < p" — 1,

temos a*'* = ¢”. Analogamente, b/*! = b7’ em que 0 < j/ < p* — 1. Denotando p;;p
por pj;, temos:



ph—1pF—1

xy = Z Zp’ijai/bjl cW.

i'=0 j'=0

Logo W é um subanel finito de D e portanto um subanel de divisao finito de D. Assim,
pelo Teorema de Wedderburn, obtemos que W é comutativo.

Como a,b € W temos que ab = ba, mas essa igualdade contradiz (9) que afirma que
ba # ab. Deste modo, ndao podemos supor que a ¢ Z(D). Concluimos que a € Z(D) e
D C Z. Segue que D é comutativo e portanto um corpo.

4 O Teorema de Frobenius

Para demonstrar o Teorema de Frobenius usaremos os seguintes resultados:

Teorema 4.1: Todo polindmio de grau n sobre o corpo dos niimeros complexos possui
todas as suas raizes no corpo dos nimeros complexos.

A demonstracao pode ser encontrada na referéncia [6].

Teorema 4.2: Os tnicos polinomios irredutiveis sobre o corpo dos niimeros reais sao os
de grau 1 ou 2.

Demonstracgao: Os polinomios de grau 1 sao irredutiveis. Os polinomios de grau dois,
p(z) = ax® + bx + ¢, com b? — 4ac < 0 também sdo irredutiveis em R[x]. Seja ¢(z) um
polinémio de grau 3 ou mais. Pelo teorema anterior, ¢(z) possui uma raiz o € C. Assim,
@ € C também é raiz e portanto (z — «a)(x — @) divide g(x). Notemos que

(r —a)(r —a) = 2* — 2Re(a)r + |af* € R[z].

Logo ¢(z) é redutivel em R[z].

Definicao 4.3: Uma algebra de divisao D ¢é dita algébrica sobre um campo F se:

(i) F esta contido no centro de D;

(ii) Todo a € D é raiz de um polindémio néo trivial com coeficientes em F.

Lema 4.4: Sejam C o corpo dos numeros complexos e D um anel de divisao que é
algébrico sobre C. Entao D = C.
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Demonstracao: Seja a € D, entao como D é algébrico sobre C, existem ntimeros com-
plexos ag, ay, .., a,, tais que,

ap + ara + ... + aya” =0,

ou seja, a é uma raiz do polindomio p(z) = ap + a1 + ..... + a2 € Clz]. Pelo Teorema
4.1, p(x) possui todas as suas n raizes em C. Logo a € C. Segue que D C C e portanto
D =C.

|

Teorema de Frobenius: Seja D um anel de divisao algébrico sobre o corpo dos niimeros
reais R, entao D ¢ isomorfo a um dos seguintes conjuntos: o corpo dos ntimeros reais, ou
o corpo dos ntimeros complexos ou o anel de divisao dos quatérnios.

Demonstragao: Se D = R, nao ha nada a fazer. Suponhamos entao que D # R.

Seja a € D \ R, entdo, como D é algébrico sobre R, a é raiz de um polinomio com
coeficientes em R. Como a ¢ R, obtemos que este polinomio é irredutivel sobre R, sendo
portanto de grau 1 ou 2.

No entanto, se a é raiz de um polinémio de grau 1 com coeficientes em R, digamos

p(z) = po + p1z, entdo 0 = po + p1a, donde concluimos que a = P R, e isto nao pode
p1
acontecer. Assim, a é raiz de um polinomio de grau 2 com coeficientes em R e irredutivel

em R:

a’ —20a+ =0 (a,B€R).

De a? — 2aa + B = 0, segue que (a — a)? = a® — 3, em que o> — 3 < 0. De fato, se
a? — B3>0, entdo 6 := /a2 — 3 e terfamos,

a=a=xdeR.
Como a ¢ R, segue o> — 3 < 0 e portanto podemos escrever a? — 3 = —+% em que,
v € R\ {0}.
Consequentemente (a — «)? = —72, ou seja,

() =

Portanto, a partir das hipéteses, se a € D \ R, entao existem ndmeros reais a e 7, tais

que,
a—a\’
< ) :_1.
fy

, obtemos que R(i) C D, ou seja, D contém um corpo isomorfo ao

Definindo 7 := a

conjunto dos nimeros complexos.
Agora vamos dividir a demonstragao em dois casos: no primeiro caso vamos supor que DD
¢ comutativo e no segundo que D nao é comutativo.
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Caso 1: Supondo que D é comutativo, obtemos que R(7) esta contido no centro de D
(pois o centro é todo conjunto D). Além disso, se D é algébrico sobre R, entdo todo
elemento de D é raiz de um polinémio com coeficientes em R C R(i), logo D também
é algébrico sobre R(7). Assim, segue do lema anterior que, D = R(i), e portanto D é
isomorfo ao conjunto dos ntimeros complexos.

Caso 2: Vamos supor agora que D nao é comutativo. Nesse caso afirmamos que o

centro de D, Z(D), é exatamente o corpo dos nimeros reais. De fato, suponha que exista
a € Z(D) C D, tal que, a ¢ R. Entao existem ntimeros reais «a, -, tais que,

() -

2
€ Z(D), e como (a a) = —1, obtemos que Z(D) contém um
Y

a—«

Notemos que

corpo FF isomorfo ao corpo dos ntimeros complexos.

Agora, se D ¢ algébrico sobre R, entdo Z(D) também é. Deste modo, como R C F,
obtemos que Z(D) é algébrico sobre F(todo elemento de Z(D) é raiz de um polinoémio
em R[z| C F[z]). Portanto, pelo lema anterior, Z(D) = F.

Por outro lado, como D ¢ algébrico sobre R, em particular, também é algébrico sobre
Z(D), pois R ¢ Z(D). Como Z(D) = F (F isomorfo aos nimeros complexos), con-
cluimos, novamente pelo lema anterior, que D = F = Z(D), donde segue D é comutativo.
Contradic¢ao. Portanto, se assumirmos que D nao é comutativo, devemos ter Z(D) = R.
Seja a € D, tal que, a ¢ R. Ja sabemos que existem numeros reais «,7, tais que,

g jei?=—1 Além disso, como i ¢ R, sabemos que ¢ ¢ Z(D). Logo, existe b € D,

fy
de modo que, ¢ = bi —ib # 0.
Notemos que,
ic+ci = i(bi—ib)+ (bi —ib)i
= ibi —i%b + bi® — ibi
= ibi+2b—b—ibi =0, pois i* = —1.

Segue que ic = —ci. Usando este fato temos que ¢? comuta com i. De fato,
ic®> = (ic)c
= (—ci)c
= —c(ic)
= —c(—ci)
= c%.

Como ¢ € D e D é algébrico sobre R, segue que ¢ é raiz de alguma equacao quadratica
com coeficientes reais, digamos
4+ e+ p=0.

Como ¢? e u comutam com i (u € R = Z(D)), afirmamos que Ac também comuta com i.
De fato,

18



(Ac)i = (=c* —p)i

= —cti— i
= —ic® —ip
= i(—c® —p)
= i(\o).

Usando respectivamente que, (Ac)i = i(Ac), A € R = Z(D) e ic = —ci, obtemos,

el = 1Ae = \ic = —)\ci.

Concluimos que Aci = —\ci, ou seja, Aci = 0 e assim, como ¢ # 0,7 # 0 e D é anel de
divisao, segue que A = 0.
Logo ¢ = —p. Como ¢ ¢ Z(D) = R, nao podemos ter u < 0, pois isto implicaria em

c € R. Segue que p= 1%, v€Rec® = —12

c
Definimos j := —. Notemos que j satisfaz as seguintes relagoes em D:
v

2 ¢
==l
... c. ¢ ca+tic
Ji+i) = —i 41— = =0.
v v v
Definindo & := ij, e notando que
... _¢c. ¢ ca+tic
Jit+iy=—1+i— = =0,
v v v

obtemos elementos 7, j, k € D com as seguintes propriedades:

it =2 =k =ijk=—1

ij=—ji=k
jk=—kj=i
ki=—ik = j

Definimos em D o seguinte subconjunto

T = {ag + aqi + asj + ask|ag, ag, ag, az € R}.
Notemos que
(a14bii+c1j+dik)+(ag+boi+coj+dok) = ((a14a)+(b1+b)i+(c1+¢2)j+(di+d2)k) € T
e a multiplicacao

(ay + byi + c1j + dik).(ag + bai + coj + dok) =
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= (a1a2 — blbg — C1Cy — dldg) —+ (Glbgblag + Cldg — dlcg)i
+(CL102 + ciag + dlbg - bldQ)j + ((Zldg + d1a2 + b1€2 - Clbg)]{? eT.

Além disso, dado a + bi + ¢j + dk € T, nao nulo, seu inverso multiplicativo é dado por

em que, m = a® + b* + 2 + d°.
Logo T é um subanel de divisao nao comutativo contido em D. T ¢ isomorfo aos
Quatérnios.

Para finalizar mostremos que D = T.
Seja r € D, tal que, r* = —1 e considere C, = {x € Dl|zr = rz}, o conjunto dos
comutadores de r em D. Ja vimos que C, é um subanel de divisao de D. Afirmamos que
os elementos da forma ag + a7, em que, g, o sao reais, estao contidos no centro de C,.
De fato, seja x € C} e ag + a7, em que, «, p SA0 reais, entao
(g +aqr)r = apr+ ajre
= T+ ajxr, poisz € C,
= zag+xajr, pois R = Z(D)

= z(og + agr).

Além disso, se C,. é algébrico sobre R, entao também é algébrico sobre os elementos da
forma ag + a1r. Assim, pelo lema anterior, C,. = {ay + a17|ap, a1 € R}.

2
uU—«
Seja u € D,u ¢ R. Sabemos que existem «, § € R tais que ( ) =—1.

. u— o ~ 2 . . .
DeﬁnlmOS wi=—- entao w* = —1. NOteIIlOS que w1t “+ 2w comuta com ¢ e com w. De

fato,
(wi +iw)i = wi* + jwi
= w(—1) +iwi
= (—Dw+iwi
= i*w + fwi

= i(iw + wi).

De forma andloga, mostramos que w(wi + iw) = (wi + iw)w, pois w? = —1. Logo,
wi +iw € Cy e wi + iw € C; e assim, pelo raciocinio feito para C,., obtemos,

. . / !/ -
W 41w = oy + a1 = g + o w.

Suponha, por contradigao, que w ¢ T. Entao devemos ter a; = 0 na equagao acima, caso

contrario teriamos (o ) .
Oy — aq .
w=-—2 "4 dieT.
(€3] (651
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Portanto wi + 1w = ag, em que, ay € R. Analogamente,
wj 4+ Jjw = By, o €ER e wk+ kw = ,7 € R.

Definimos 5
Q. o. 7
=w+ —t+—j+ —k
z=wt it i+ ok ()

e notemos que:

o Bo Bo .
zi+iz = (w—|—22—|—2j—|—2 )z—l—z(w—|—21—|—2j+2 )
= wi—l—O; gojz—l—?kz—l—zw—l—z?z—l—z%j—mik
. . Qg 50. BO
= wi+ — 2 2jz+—kz—i—zw+ 2 22]—1—;@% pois ¢ comuta com «y, By, Yo

= wi+iw+ 2(2 +z)+520 (jH—Z])—l—%(k‘z—l—zk)
V:ao T T
=—aqy

Analogamente zj + jz = 0 e zk + kz = 0.
Afirmagao: z = 0.
De fato,

0 = zk+kz
= 2] +1)z
= zij + (izj —izj) +ijz
=0
= (itiz)j + il — 2))
=0

= i(jz = 2j)

Vemos que i(jz—zj) = 0, mas i # 0 e D é anel de divisdo, entao jz —zj = 0. No entanto,
27 + jz = 0. Logo, somando jz — zj = 0, membro a membro, com zj + jz = 0, obtemos
que 25z = 0. Como 25 # 0, concluimos que z = 0.

Substituindo esta informagao em (*) temos:

Bo. o
wt 4 2054 W0 g
+ 2 + 2/ J+ 2
mas isto implica que w € T'. Contradi¢do com a suposi¢ao de que w ¢ T.

U—
Portanto w € T' e como w =

, temos u = fw + a € T como queriamos mostrar.

Provamos que D C T e como T' C D temos D = T. Portanto D igual a T" que por sua
vez é isomorfo aos quatérnios.
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