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Coanéis e Comoéddulos
Lista de Exercicios 1

Algumas técnicas categoricas

F H
Considere os funtores C —=D e D —=<X £ e as transformagoes naturais
G K

a:F=GepB:H= K. Mostre que B+xa : (HoF) = (K oG) é uma
transformacao natural.

Sejam os funtores Fy, Fy, F3: C — D e G1,G2,Gs : D — £ e as transformagoes
naturais aq : Fy = Iy, ag : Fy = F3, 81 : G1 = Go, (o : Fy = F3. Mostre que

(B2 0 B1) * (a2 0 1) = (B2 * az) o (B * ovp).
F

Um par de funtores ¢ ———D ¢ dito ser uma adjuncao se existirem transfor-
G

macoes naturais v : Id¢ = GF, chamada unidade e ( : F'G = Idp, chamada
counidade, tais que, para todo objeto A € C e todo objeto B € D tenhamos

Fa) 2 par(a) G(B) 2% aFa(B)
FA) lCF(m % lG(CB)
F(A) a(B)

Mostre que um par de funtores como acima é uma adjuncdo se, e somente se
existe um isomorfismo natural

¢:D(F(),) = C(LG)

sendo estes dois funtores definidos de C x D para a categoria dos conjuntos.
Dizemos quando temos uma adjuncao que o funtor F' é adjunto a esquerda do
funtor G, ou que o funtor G é adjunto a direita do funtor F.

F
Um par de funtores C <;4G> D ¢é uma equivaléncia categorica se, para cada

objeto Aem C e B em D temos que GF(A) =2 A e FG(B) = B. Mostre que um

par de funtores acima é uma equivaléncia, se, e somente se, o funtor F' satisfizer

as condigoes:

(i) F é essencialmente sobrejetivo, isto é, para qualquer objeto B € D existe

um objeto A € C tal que B = F(A).

(ii) F éfiel, isto é, para cada par de objetos A, B € C a aplicagado F' : C(A, B) —
D(F(A), F(B)) é injetiva.

(iii) F é pleno, ou cheio, isto é, para cada par de objetos A, B € C a aplicagao
F:C(A,B) — D(F(A), F(B)) é sobrejetiva.

F
Considere uma adjun¢do ¢ = D com unidade v e counidade (.
G

a) Mostre que se a unidade v for um isomorfismo, entdo o funtor F ¢é fiel e
pleno.

b) Mostre que se a counidade ¢ for um isomorfismo, entdo o funtor G é fiel e
pleno.

c) Mostre que a adjungio é uma equivaléncia categorica se, e somente se, tanto
a unidade como a counidade forem isomorfismos.

F
Considere uma adjuncdo C =—=7D .
G

a) Mostre que o funtor F preserva epimorfismos e G preserva monomorfismos.
b) Mostre que o funtor F' preserva colimites e G preserva limites.

1



7)

8)

9)

f
Mostre que o par de funtores Set = Grp , ¢ uma adjuncio, onde Set é a
U

categoria dos conjuntos, Grp é a categoria dos grupos, o funtor F associa a
cada conjunto X o grupo livre F(X) e o funtor U é o funtor esquecimento.
(relagdo Hom-tensor) Considere um anel R e um R-moédulo & esquerda M, em
particular M é um grupo abeliano.

a) Mostre que, para todo grupo abeliano P, o conjunto das aplicagoes aditivas
entre o R modulo M e P, Homy(M, P), tem a estrutura de um R-mo6dulo a
direita, cma agdo a direita de R dada por (f - r)(m) = f(r-m).

b) Mostre que temos um funtor covariante

Homy(M,_) : Ab — Mp.
c) Mostre que o funtor produto tensorial
_®rM: Mg — Ab.

é um adjunto & esquerda de Homyz (M, ). O que se tem que mostrar é que
para cada R-moédulo & direita N e qualquer grupo abeliano P existe um
isomorfismo

HOmz(N QR M, P) = I’IOHIR(]\],}IOIl’lz(]\47 P))

e que este isomorfismo é natural tanto em N quanto em P.

d) Determine a unidade e a counidade desta adjuncéo.

(Teorema de reciprocidade de Frobenius) Dados, um grupo G e um subgrupo

H <G,

a) Verifique que qualquer kG-médulo W pode ser visto naturalmente como um
kH modulo, denotemo-lo por (W)g.

b) Mostre que temos um funtor covariante () g : xgM — g M.

¢) Mostre que, dado um kH-moédulo V' podemos construir um kG-mdédulo a
partir dele fazendo-se o produto tensorial (V)¢ = kG @y V.

d) Mostre que temos um funtor covariante () : g M — g M.

e) Verifique o isomorfismo de k espagos vetoriais

rcHom((V)C W) = ;. yHom (V, (W)g)

dado da seguinte maneira: Para cada morfismo de kG-médulos F : (V)& —
W associamos a aplicacdo F” : V — (W)y definida por F°(v) = F(e ® v)
(verifique que de fato F° é um morfismo de kH-mo6dulos). De outro lado,
para cada morfismo de kH-mo6dulos f: V — (W) g, associamos a aplicagdo
fre (V)9 — W dada por fH(3,cqa99 @ V) = X e ag9 - f(v) (de novo,
verifique que isto define um morfismo de kG-moédulos). Finalmente, verifique
que as aplicacbes b e ff sdo mutuamente inversas.

f) Verifique que este é um isomorfismo natural tanto em V como em W, e
portanto o funtor ()¢ ¢ o adjunto & esquerda de ().

g) Determine a unidade e a counidade desta adjuncéo.



