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Coanéis e Comoéddulos
Lista de Exercicios 2

Seja (C,®,1,a,l,r) uma categoria monoidal. Mostre que um objeto A € C é
uma algebra, se, e somente se, o funtor A® __ : C — C for uma moénada.

Seja (C,®,1,a,l,r) uma categoria monoidal. Mostre que um objeto C' € C é
uma codlgebra, se, e somente se, o funtor C ® __ : C — C for uma comoénada.
(Elemento nulo em um produto tensorial) Seja R um anel com unidade, N €
rM e M € Mpg. Sejam ainda {n; };c; uma familia de geradores para N e {m;}
uma familia de elementos de M tais que m; = 0 a menos de um ntimero finito
de indices. Mostre que se a soma finita

i€l

no produto tensorial M ®pr N, se, e somente se, existe uma familia finita
{a;}jes € M e uma familia {r;;}ycsx1 C R satisfazendo

(i) r;; # 0 apenas para uma quantidade finita de indices (j,4) € J x I.

(ii) > ,c;7ji -ns = 0 para todo j € J.
(111) m; = jeJ Qg - Tji-
Considere R um anel com unidade, ndo necessariamente comutativo. Considere
um R-moédulo a direita L e uma sequéncia exata de R moédulos & esquerda

0sML NS P S0

Mostre que a sequéncia
Lo M Lop N Lo P -0

é exata.

Pull backs: Considere uma categoria C e um par de morfismos f: A — C e
g : B — C, um pull back de f e g é uma tripla (D, «, 3), onde D é um objeto
na categoria C,e o« : D — A e : D — B sdo morfismos tais que foa =gof e
satisfazendo & seguinte propriedade universal: Para qualquer par de morfismos
h:X - Aek: X — B tais que foh = go k existe um tnico morfismo
¢: X - Dtalque h=ao¢ ek =[o¢. A propriedade universal de um pull
back é descrita diagramaticamente como

X
@ h
& D— A
[e3
B f
B C

a) Mostre que, se existir, s6 existe um pull back para o par de morfismos f e g.
b) Mostre que, dado um anel R, sempre existem pull-backs nas categorias g M,
MR [§] RMR-
c) Descreva equalizadores e kernels como pull backs.
d) Mostre que se g (resp. f) for monomorfismo, entdo « (resp. ) também o é.
e) Mostre que se g (resp. f) for epimorfismo, entdo « (resp. ) também o é
(faca s6 na categoria de R modulos, onde epimorfismos sdo sobrejetivos).
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f) Mostre que se o quadrado & direita no diagrama abaixo, na categoria rp M
for um pull back, entao as linhas sao exatas

ha

0 K P M

Id h1 f2

0 K My M
f1

onde K = Ker(f1).

g) Considere o monomorfismo f; : My — M na categoria g M. Mostre que o
quadrado & esquerda no diagrama abaixo é um pull back, se e somente se as
linhas sdo exatas

mo fa

0 P ; M, M/M
2
hi f2 Id
0 M,y 7 M — M/M1 ——=0

Neste caso, se fo é epimorfismo, também 7 o fo também o seré.
6) Utilize os resultados do item anterior para provar que para quaisquer R modu-
los My e Ms, temos o seguinte diagrama comutativo de linhas exatas com as
inclusoes e projecoes candnicas

0—>M1QM2 MQ Mg/(MlﬁMg)—>O
Id
0 e My + My (My + M) /My ————> 0

7) Seja R um anel L € Mg, uma sequéncia exata em pM,

f g

0 M N P 0

é dita ser L-pura se a sequéncia

B N P LU LR 0

também é exata. Uma sequéncia exata é dita pura se for L-pura para todo L.
Um sub-médulo M < rpN é dito ser puro se a sequéncia exata

Lo M—22

0 M : N z N/M ——0

for pura. Sejam f : M; — My e g : Ny — Ny epimorfismos em Mpg e pM,
respectivamente. Mostre que se Ker(f) C M; e Ker(g) C Ny forem submodulos
puros, entdo Ker(f®g) = Ker(f)®@rN1+Mi@gKer(g). (Sugestao: Para fazer
a inclusao O vocé deve utilizar a propriedade universal do Kernel, para fazer
a inclusdao C vocé deve utilizar o resultado sobre elementos nulos no produto
tensorial, veja exercicio 3)

8) Seja R um anel, mostre que se Xp < Mg e gY < gN forem submoédulos puros,
entdo X @rY = (X @r N)N(M ®rY) (Sugestao: Aqui vocé tem que utilizar
o resultado do item g do exercicio 5).



9) Sejam R e S aneis, M, P € gMp e N € p Mg mostre o seguinte isomorfismo
sHom(M ®gr N, P) = gHom(N, sHom(M, P)).

10) Sejam R e S anéis, P € sMpg tal que P seja projetivo e finitamente gerado
como R modulo as direita. Definindo, para todo M € gpM e N € Mg, respec-
tivamente

*M = gHom (M, R), N* = Hompg(N, R),

mostre que
sHom(P,*(P*)) = sEnd(P).



