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1. Em que quadrante se tem simultaneamente:
a) senf < 0e cosf <07
b) senf > 0e tgf < 07.
c) cosf@ >0¢e tgh > 0.

2. A que quadrantes pode pertencer 6, se:
a) senf = Im.
b) cosf = I....%.

c) tgh = 7/3.

3. Calcule
a) sen 345°.
b) cos 210°.
c) tg 135°.

4. Para que valores de 0,0 < 8 < 27, se tem:
1
a) senf = —.
2
V2

b) cosf = s
c) tgd = —1.

d) cosf = 2.

5. Calcule:
a) tg1.935°.

b) sen 3.000°.
127
c) cos —.

d) tg —.

€) sen
cos 765° — sen 1.395°
tg 1.410°

f)

6. Verifique que as igualdades abaixo valem para todo valor de z ==

a p . Ty
2nm + s onde n € um ntmero inteiro qualquer. Tais igualdades sio
chamadas identidades trigonométricas.

m.v N WS A i -
1+senzx coS T
1-— nmu T

b) cos®z — sen?z = .
Lt ﬁmm T

V2
;2.

7. Determine o conjunto dos nimeros reais z para 0s quais cos z =

8. Seja s o lado de um poligono regular de n lados ¢ R 0 raio do circulo
inscrito neste poligono. Mostre que: s = 2R tg x.

Figura 49

9. Mostre que o perimetro de um pentigono regular inscrito em um
circulo unitdrio é dado por 10sen .

Figura 50

10. Encontre as trés menores solugdes positivas da equagao

m
3 ilvno
OOWAH 4

11. Determine o conjunto dos niimeros reais z tais que

T
— =1 =0
mm:AwH wu




1Z. Quantos sao os valores distintos de cos &%, k inteiro?

13. Determine para que valores de z a fun¢io y = 5 — cos (z+ Z)
assume seu valor mdximo.

14. Determine o conjunto dos nimeros reais z tais que tg 2z = /3.

15. Verdadeiro ou falso?

a) sen2 >0

b) cos4 <0

c) sen3 > sen2

d) cos3 > cos2

e) tg5 > tgb

f) cos § > cos1

g) cos z\w <0

16. Para que valores de z tem-se senz > 1?

17. Verifique que as extremidades dos arcos z e —z sdo simétricas em
relagdo ao eixo das abscissas; que as extremidades dos arcos z e 7 — %
sdo simétricas em relagdo ao eixo das ordenadas e que as extremidades
dos arcos z € 7 + z sdo simétricas em relagao a origem. Conclua que:

sen(—z) = —senz, cos(—z) = cosz, tg(—z) = —tgz,
sen(r — z) = sen z, cos(m — z) = —cosz, tg(r—z)=—tgz,
sen(m + z) = —senz, cos(m + 1) = —cosz, tg(m+z)=tgz.

18. Verifique que as extremidades dos arcos z e ¥ — = sdo simétricas
em relagiio a bissetriz dos quadrantes impares. Conclua que

uﬂ qﬂ
mmb MIH HnOmHunOm m.IH =senwc,
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19. Usando os resultados dos exercicios 17 e 18, mostre que

sen(% + z) = cosz, cos(3 +z) = —senz, tg(Z +z)=—ctgx,

sen(3X — z) = — cos z, oomﬁw — z) = —senz, ﬁmﬁmpmﬁ — 1) = ctgz,

3 s
mmﬂﬁmqﬂ -+ Hv = —cosz, nOmﬁmeH T Hv = sendc, ﬁmﬁuw\..lq £ .Hu = —ctgz.

20. Sabendo que S\M,Hu = z, verifique, observando as figuras abaixo que

SR |
ctgxz =1,secz =S € cosecT = S.

ﬂwncqm 51a —nmncwm 51b

21. Determine as imagens das fungdes secante, co-secante € cotangente.

22. Prove as relagoes

m
"lHi, moawmwrw.
ctgz = B

s
< H|1+|.hn3.
0, se x 2

moanHHLTﬂmMH

cosec?z =1+ nﬁmw z

23. Se z estd no segundo quadrante e tgz = Iwa\mu calcule as demais

funcoes de z.

24. Determine todas as solugdes da equagao
sec Awa -+ Wu =2

25. Prove as identidades abaixo, para z # nm/2:



ﬁu sec ¢ - ctg T = cosec Z.
sec T

b) = sen Z.
tgz +ctgz
c) el 2sen?z — 1.
tgz +ctgr
26. Calcular m para que exista um angulo z com
2
cosz=——¢ tgz = m—2
m—1

27. Prove as identidades abaixo, vélidas para todo z onde as expressoes

estao definidas:

2
a) Hlﬁmma —1—2sen?z.
1+tg°z
cosz —senz 1—1gz
b) cosz +senz 1+41tgz
0 1—senz _ Ammnalﬁm&u.
1+senz
n_.v ||me|HI|IHH+OOmH.

cosecT — ctg T
_ 3 .
28. Sabendo que tgz +secT = 3, calcular senz € cos z

en? z — 3senz - cosz = 2, calcular tg z.
3

29. Sabendo que s
I.

2

30. Sabendo que sen z + cosz = m, calcular sen® z + cos
31. Sabendo que sen? z + sen z = 1, provar que cos?z +cos’z =1
32. Provar que para quaisquer nimeros reais a € b,

2(1 —sena-senb) > cos® a + cos® b

e
“w. wm—cﬂ—.—ﬁ—o DC H + cosT = asenz

1—cosz =bsenz
encontre uma relagdo entre a € b.
34." Calcule k de modo que as raizes da equagao

Hmlmwaur.wu,*.rﬂo

sejam o seno e o cosseno de um mesmo angulo.

35. Sabendo que
asecz =1+ tgz

bsecz=1—-tgz
encontre uma relagao entre a e b.

36. | Prove que para todo z
..\\ m m

sen -+ cos 4 4 2

r—2sen"z—cos z+sen“z=20
37. Prove a identidade abaixo, vilida para todo z onde a expressdo do
lado esquerdo estd bem definida.

senz — 2sen® z

=tgzx
2cosdz —cosz g

38. Determinar para que valores de a a equagio 1 + sen? az = cosz
admite alguma solugdo ndo nula.

39. De um triangulo ABC sio dados o lado BC = a ¢ o angulo
ABC = a. Determinar em cada um dos casos: a < 90°,a = 90°
e a > 90° que valores pode ter o lado AC para garantir a existéncia
do triingulo. Determine ainda, em que caso pode existir mais de uma
solugdo.

40. E possivel provar que tomando circulos centrados em O 0s arcos
determinados nestes circulos por duas semi-retas OA e OB sdo propor-
cionais aos seus raios, isto €,
S1 S2 S3
OA1 0OAy OAjg

..

(ver Figura 52a).

Este fato se relaciona com a medida do raio da Terra feita por
Eratostenes (grego, 200 anos a.C.). Consultando as observagoes astro-
ndmicas acumuladas durante séculos na biblioteca de Alexandria, Eratds-
tenes soube que em Siena, 5.000 estddios (medida grega de comprimento)
ao sul de Alexandria, o sol se refletia no fundo de um pogo ao meio dia de
um certo dia de cada ano. Ao meio-dia deste tal dia, Eratéstenes mediu
o angulo que o raio do Sol fazia com a vertical de Alexandria, achando
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valor aproximado de estadios. n—.. As leis do seno e do cosseno

1. As formulas de adicao

Nesta se¢do, vamos deduzir as féormulas que calculam as fungdes trigono-
métricas da soma e da diferenga de dois arcos cujas fungdes sdo conheci-
das. Para obter a primeira delas devemos lembrar que a distancia entre
dois pontos do plano (z1,y1) € (z2,y2) € dada por

d= /\TS = 22} 4 (g1~z)?
Consideremos entdo no circulo unitdrio os pontos P e @ tais que

mAP = a e mAQ = b (figura 53). Como P = (cosa,sena) ¢ Q =
(cos b,senb), a distincia d entre os pontos P e @ € dada por

Figura 52a Figura 52b

d* = (cosa — cosb)? + (sena — sen b)*.

y)

Y
Wi

Figura 53

2 2

Desenvolvendo os quadrados e lembrando que sen“z+cos“ z = 1 obtemos

d® =2 —2(cosa-cosb+sena-senb).

Mudemos agora o nosso sistema de coordenadas girando os eixos de
um angulo b em torno da origem (figura 54).




fato, tragando a altura BD do tridngulo ABC' temos:
a) Se A € agudo, observando a figura 59A, temos

1 1 "
S = —bh = —bcsen A;
2 2
b) Se A € obtuso, observando a figura 59B, temos
1 1 " »
S = —bh = —besen(m — A) = anmmbxr
2 2 2

c) Se Aé reto, i
S =-bec= w__a s w@ammb.\m,
2 2 2

ficando provada em qualquer caso a afirmagao (7).
Para demonstrar agora a lei dos senos, come¢amos por multiplicar
por a (comprimento do lado BC do triangulo) a relagdo (7) para obter

1 ”
aS = —abcsen A ou .- abe

2 mmﬁ\M \m

Por raciocinio inteiramento andlogo, temos ainda para a drea do
tridngulo ABC as expressoes

1 o
S = mgn sen B (8)
H—. ~
S = ma& sen C ©))
0 que nos permite escrever
b abe c abe
_ g e

m.ud..m\w. B m mmbﬁw B m
Temos entdo que em qualquer tridngulo ABC vale a relagao

a b c

sen \M Sen m\w sen 0:4 .
conhecida como a lei dos senos.

E importante notar que esta relagdo nos informa que o tridngulo
ABC ¢ semelhante ao triingulo cujos lados medem sen A, sen BesenC.
Diversas relagdes entre dngulos de um tridngulo podem ser obtidas dai. Por
exemplo, € verdade que em qualquer tridngulo ABC vale a desigualdade

sen A < sen B + sen C porque em qualquer tridangulo devemos ter a <

b+ec.
Para mostrar uma aplicagio, consideremos o problema de calcular

a distdncia de um ponto para o outro, inacessivel. Por exemplo, um
observador estd em um ponto A e deseja conhecer a distdncia deste ponto
a um ponto P, como na figura 60. Como a medida ndo pode ser feita
diretamente, o observador escolhe um ponto B qualquer (desde que P
possa ser visto de B) e mede a distdncia AB =ce 0s angulos PAB = «
e PBA = f3. Aplicando entdo a lei dos senos no tridngulo PAB temos

PA c

== ou seja,
senf  sen(m —a— f) !
—_ c-senf
e sen(a+ )
n
A
¢ B
Figura 60

Exercicios

1. Os arcos a e b do primeiro quadrante sdo tais que sena = 3/5 ¢
sen b = 12/13. Calcular cos(a + b).

2. Os angulos agudos a e b sfio tais que tga = 1/2e tgb = 1/3. Mostrt
que a + b = 45°.

3. Sesena=4/5¢ cosb=3/5, sendo a do segundo quadrante e b d¢
primeiro quadrante, calcular sen(a — b).

4. Se sena = W, calcular sen 2a e cos 2a.

5. Setga= W calcular tg 2a e tg 3a.



6. Provar que em todo tridngulo ndo retingulo ABC, tg A+tg m.+ﬁm Cr=
tgA-tgB-tgC.

7. Calcular
d) y =sen 15%-cos 15°

b) ¥ = v/3sen15° + cos 15°
o) y = Litels®
Y= 1—tgise

8. Calcular sen § € cos § em fungdo de cos z.
9. Setgz = —35, calcular sen Z,cos 2 ¢ tg 2
10. Sendo 2senz + cosz = 1, calcule tg z.
11. Calcule

a) y = cos 36° - cos 72°.

b) y = sen10° - cos 20° - cos 40°.
12. Demonstre as identidades

a) tgz + ctgz = 2 cosec 2z

b) tgz —ctgz = —2ctg 2z
2

fec™
c) Tsec2z — Sec 2z
l-senz __ T _z
d) cosz ﬁmA,» - mv
tg 2z sic 2
€) Ty = 2cos“z

1 -
f) 1+tgztg2z cos 2z

sen2z  _cosz __ z
g T+cos2z  14cosz =tg3

13. Determine o maior dngulo de um tridngulo cujos lados medem 3,5
e 7.

14. Calcule as diagonais de um paralelogramo de lados 3 e 4 e que tem
um angulo de 60°.

15. Determine os lados de um tridngulo ABC no qual se tem a =
3, A=30°¢ B =45°

16. Os lados de um tridngulo ABC medem a = 4,b = 5 ¢ ¢ = 6.
Mostre que C = = 2A.

17.  Calcule o,oommn:o do angulo formado por duas diagonais de umr
cubo.

18. Calcule o cosseno do angulo formado por duas faces de um octaedrc
regular.

19. Dois circulos sdo tangentes entre si e aos lados de um éngulo dadc
2. Conhecendo o raio R do circulo maior, calcular o raio do circulc
menor.

20. Mostre que o comprimento da mediana relativa ao vértice A dc
tridngulo ABC de lados a,be c €

1
— 2 2Y — a2
|N/\N@+nu al.

21. Prove que em qualquer paralelogramo, a soma dos quadrados do:
lados € igual a soma dos quadrados das diagonais.

22. Se a-senz + cosz = a, calcule cos z.
23. Encontre uma relagio entre a,b € ¢ sabendo que

senr +seny = a
cosz +cosy =b

cos(z—y) =c

24. Dado senz = —24/25, z no terceiro quadrante, calcular sen(z/2)
cos(z/2) e tg(z/2).
25. Calcule ¥y = mmsﬂoo - nowxpwoo.

26. Calcular sen 3z em fungdo de sen z.
27. Prove que 4senz - sen AH - .mv - sen ?\. + mmmv =Befi 35

2 28. Mostre que tg40° + tg20° = 41/3 - sen 10°.

29. Obtenha um polindmio de coeficientes inteiros que admita sen 10
como raiz. Determine as outras raizes e prove que sen 10° ndo pode se
escrito na forma p/q, onde p e ¢ sdo inteiros, ou seja, € um nimer
irracional.

Sugestdo: use o exercicio 26.



30. Prove que
a) senz-cosy = 1[sen(z + y) + sen(z — y)|
b) cosz - cosy = [cos(z + y) + cos(z — y)]
C) senz-seny = Im_nOmﬁa —y) — cos(z + y)]
31. Prove que
a) sena +senb = w.mmnm..uﬁ .n.oma|m~.w

b) mmzalmm:.@Hm..nOmmWw.mmzaql.~u
c) ,,.‘,,vmg.*.nomm.Hm.nﬁvm.\.ul.w_w.Qomnﬁl.~u
1 d) nOm@anmmle.mmwﬁo.mmb{.

~ 32. Mostre que sen 20° + sen40° = sen 80°.

33. Mostre que sen z + cos z = /2 cos ﬁm — z).

34. Mostre que em todo tridngulo ABC, sen2A + sen 2B + sen2C =
4sen A-sen B -senC.
35. Determine a natureza do tridngulo ABC (acutingulo, retangulo ou
obtusangulo; equildtero isdsceles ou escaleno) no qual:

a) sen? A =sen? B +sen?C

b) sen A = 2sen BcosC

c) sen A = sen B + sen C

d) sen B + cos C = cos B +sen C

e) sen B -senC = cos? wmp

f) sen2A -sen B = sen A .sen 2B
2) cos? A + cos? B+costC =1
30° 40° i
36. Mostre que = Kl TennY = tg40°.
cos 30° + cos 40° + cos 50°

37. Determine os valores maximo € minimo de
4) y=senzr+cosc
b) y Hmm=H+mm:AH+mv

¢ 38. Mostre que tg20° - tg 30° - tg40° = tg 10°.

(2]
= Qo

. Mostre que se ABCDEFG ¢ um heptagono regular convexo entao

=l 4 L
Ac " AD

=l

40. As distancias de um ponto P 20s lados AC e BC de um tridngulo

ABC siao m e n. Mostre que, supondo P interior ao tridngulo,

-~

CP = (m? + n? + 2mn - cos C) - cosec? C.

41. Um baldo foi visto simultaneamente de trés estagdes A, B e C sob
angulos de elevago de 45°, 45° e 60°, respectivamente. Sabendo que A
estd 3km a oeste de C e que B estd 4km ao norte de C, determine a

altura do baldo.

42. Para determinar a distdncia entre dois pontos A e B m:cmaom além
de um rio, marcaram-se dois pontos C e D aquém do rio e mediram-se

os angulos ACB = 35°, BCD = 20°, ADC = 18°,ADB = 41° ¢ 2

distAncia C D = 320m. Calcular a distincia AB.

B
A
¢ d D
Figura 61
B
A C
ﬂ
Figura 62

43. No quadrilitero PABC da figura 62 conhecem-se AB = Pmm‘ &
e :

5. ABC = 60°, APB = 20° ¢ BPC = 26°. Calcular PA, PB PC
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44. Um observador O situado no topo de uma montanha vé dois outros
m_ ¢ B situados no nivel do mar. Os observadores A e B medem os
angulos a e B que as linhas AO ee BO formam com o plano horizontal
€ 0 observador O mede o angulo AOB = r. Conhecendo a distancia
AB = d, calcule a altura da montanha.

45. Mostre que a distdncia d entre o incentro e o circuncentro de um
tridngulo € dada por d = R? — 2Rr (férmula de Euler) onde R e r sio
0s raios dos circulos circunscrito e inscrito. Conclua que em qualquer
.Em:m:_o. R > 2r. (Incentro e circuncentro sio os centros dos circulos
Inscrito o.mﬁocsmouﬁo, respectivamente. O primeiro € o ponto de Intersecao
das bissetrizes dos angulos internos e o segundo € o ponto de intersegio
das mediatrizes dos lados.)

Sugestdo: Considere um tridngulo ABC, seu incentro I e seu circuncentro
O. Trace o didgmetro DE do circulo circunscrito perpendicular a BC ( A
€ D estdo de um mesmo lado da reta BC). Prove que EI — EC — BB
ocmnmcm que o tridngulo ECD ¢ retangulo e portanto EC® = 2R(R — l.
e aplique a lei do cosseno no tridngulo OE].

B

Figura 63

h\@. O .ﬂoo.m.oam de Ptolomeu (v. notas histéricas) diz que em um quadri-
latero inscritivel, o produto das diagonais € igual & soma dos produtos dos
lados opostos. Na figura 63, este teorema se exprime da seguinte forma:

AB-CD+ AD-BC = AC - BD.

a) Demonstre este teorema no:a.aoamsao um ponto E sobre AC
tal que ABE = CBD e verificando que os tridngulos ABE
¢ DBC sio semelhantes e que os tridngulos ADB ¢ EBC
também sdo.

—_—

b) Considerando o caso em que AD € o didmetro, mostre que dc
Teorema de Ptolomeu decorre a formula

sen(a — b) =sena-cosb—senb- cosa.

Sugestdo: Observe que se em um circulo de raio R temos um
arco AB = 2a, tragando um didmetro por A, obtemos que ¢
comprimento da corda AB¢é AB = 2Rsena.

47. Mostre que a lei dos senos pode ser escrita
a b &
- == -— = ro— w.mu
senA senB senC

onde R € o raio do circulo circunscrito ao tridngulo ABC.

48. De um tridngulo ABC sio dados os dngulos A, B e C e o perimetrc
2p = a + b + ¢. Obtenha as expressoes abaixo que permitem calcular os
lados a,b e ¢ em fungao dos elementos dados.

ﬁmmb% psen W ﬁmmd%

Beis= B oy 0= C A == B "

ﬂOWQ.nOmM ﬂqu.ﬂqu nqu.nqu

49. Prove que, dado o tridngulo ABC, tem-se:
a) Hincmhlggo:aovﬂ%

- be

b) H+nom>im|uﬁﬁw

- be
c) S =+/p(p—a)(p—b)(p— c) (férmula de Heron), onde S ¢
drea de ABC.

d) .H= mwm onde R € o raio do circulo circunscrito ao tridngulo.

50. Prove que, dado o tridngulo ABC, tem-se

A (p=b)(p—c)

a) sen 5 = be

A _ . [plp-a
b) cos 5 = 5

-~



ath _ cos A58
e) &&= &
gen

2
51. Mostre que se h4,hp € he sd0 as alturas de um tridngulo ABC,

a) hy = 2Rsen B -senC, onde R € o raio do circulo circunscrito
ao tridngulo.
F 1 1 —— 1 = ¥ s . .

b) R A -4 k5 + G T onde r € o raio do circulo inscrito no

triangulo.
52) Mostre que no tridngulo ABC,
¢ a) nom%.nom%.nﬁummlh L

T 4R?
L B B . “s
b) sen 5 -sen 3 -sen 3 = 7y € mostre ainda que sen 5 - sen % .

&
sen3 < 3.

5. Equacoes trigonomeétricas

Neste capitulo, vamos examinar algumas equagoes trigonométricas. Elas
aparecem naturalmente na solugdo de problemas de Geometria quandc
a incognita escolhida é um angulo. Se, por exemplo, de um triangu'c
retingulo conhecemos a hipotenusa a € a soma dos catetos s, para calcu-
lar algum outro elemento dessa figura, podemos colocar z para um dos
angulos. Teremos entao sen z + cosT = s/a, que € uma equagao trigo-
nométrica. Os métodos usados para resolver as equagdes mais comuns
estdo nas seg¢Oes seguintes.

1. As equacées fundamentais
As equagOes fundamentais s30: senz = sena,CosT = cosac tgxz =tga
Examinemos cada uma delas.
a) senz =sena
Para que senz = sena ¢ necessdrio e suficiente que as extremidade:
dos arcos z e a coincidam ou que sejam simétricas em relagdo ao eix«
das ordenadas (figura 64). No primeiro caso, z serd congruo a a e
segundo caso, z serd congruo a 7 — a. Portanto, senz = sena equivale
£ =a+2krouz=nx—a+ 2kn.

Por exemplo, os valores de z para os quais sen3z = senz $40 O
valores para os quais 3z =z +2kmrou 3z =7 — T+ 2k, isto €, £ = ks
ouz=mn/4+km/2

A_ A

/

Figura 64



z = 1/2 ¢ a tinica solugdo.

Exercicios

1. Resolva as equagdes:

a) cos 3z = COS T;

b) sen2z = cos x;

c) tgT7z = tg3z;

d) tgz-tg3z =1

e) senT — J\WnOmH =715

f) senz +cosz = V2

g) sentz+costz = 73;

h) sendz —cos® z = 1;

i) senz = V/3(sec z — cos z);

j) sen4z +sen2z = oS Z;

k) 5sen’ z — 3SeNITCOST +4cos® T = 3;
) tgz + tg 2z = tg3z;
m) cos? z + cos? 2z + cos? 3z = 1.

2. Sendo A e B reais ndo simultaneamente nulos, determine para que
valores de C a equagdo Asenz + Bcosz = C possui solugao.

3. Determine os valores de m para 0s quais a equagio 6(m—1) sen? z—
(m — 1) sen £ — m = 0 possui solugdo.

4. Calcule
a) sen(2arcsenz);
b) tg(arcsenz);
¢) coslarctg2 + arc tg 3];
1 L.
d) 4arctg s — arctg 5355
e) arctg(—z) +arctgz.

5. Construa os grificos de:
a) f(z) = arcsenxz;
b) f(z) = arccosz;
c) f(z) =arctgz;
d) f(z) = arcsenz + arccosz;
(z) = arcsen(sen z);
(z) = arccos(sen z);

g) f(z) = cos(arcsen z);
h) f(z) = sen(arcsenz).

6. Resolva as equagoes:
a) arcsenz + arcsen2z = Z
z+1 l-z _ X
b) wanamlwl +arctg 53— = 3
c) arcsen H/\w — arcsen 2z — arcsenc

7. Resolva as equagoes
a) cosT + cos 2z + cos 3T = 0;
b) senz + sen 3z + sen 9z = sen 5z1;
) cos4z - cos 2z = cos 3T * COST.

8. Determine 0 mdximo e o minimo das fungbes abaixo e construa seus
graficos

a) f(z) =3senz —4cosz;

b) f(z) =3sen’z + 4 cos? z.

9. Em um tridngulo retdngulo de hipotenusa 1, a soma dos catetos €
+/6/2. Calcular a razio entre 0 menor cateto e O maior cateto.

10. Um retingulo estd inscrito em um semi-circulo de raio 1 tendo um
de seus lados (base) sobre o didmetro. Calcular a razio entre a altura € ¢
base desse retingulo nas duas situagdes seguintes:

a) a drea do retingulo € médxima.

b) o perimetro do retingulo € maximo.

11. Em um circulo de raio 1, AA’ é um didmetro e BC é uma cord
perpendicular a AA". Determinar os dngulos do tridngulo ABC, sabend
que a soma dos quadrados de seus lados € 5.

12. Resolver as inequag0es:
a) 2sen’z + Tsenz + 3 <0;
b) cosz + /\wmmsa N

13. Uma particula P percorre, em sentido anti-hordrio, o circulo d
centro na origem e raio a, partindo, no instante ¢ = 0, do ponto S (figw
68). Sua velocidade angular, constante, ¢ w radianos por segundo (isto
em cada segundo ela percorre um arco de w radianos).

Seja Q a projecdo ortogonal da particula no eixo das abscissas.

movimento do ponto @ € dito um movimento harménico simples e 0 angu



Z&mmao na figura € chamado dngulo de fase.

!

Figura 68

a) Determine a posi¢do do ponto @ no instante ¢ segundos.

b) Determine a amplitude (isto é, o afastamento maximo da origem)
do movimento de Q.

c) <omme.ﬁ que o movimento harménico simples é periédico e
determine seu periodo.

d) Determine a fregiiéncia (isto é, o nimero de periodos por se-
gundo) do movimento harménico.

14. Uma particula se movimenta sobre o eixo das abscissas de modo
que sua abscissa no instante ¢ segundos é

z = sen(mt) — V/3cos(mt). (distancias em metros)

Mostre que 0 movimento da particula € harménico simples (v. Exercicio
13).e aoﬁdﬁsn a amplitude, o dngulo de fase, o periodo e a freqiiéncia
deste movimento.

15. aj,as,...,an sio constantes dadas,

1
‘2&Hnomﬁ3+ev+|nom?u+.,&+:.+ zHH
N —

2 cos(ay, + z),

€ 1,23 530 reais tais que f(z1) = f(z2) = 0. Prove que z3 — z; = mn
para algum inteiro m.

6. Nameros complexos

1. Introducao
Iniciaremos lembrando que as operagdes de soma e produto de nimeros
reais possuem um certo nimero de propriedades fundamentais, que sao as

seguintes:
1) A adi¢do e a multiplicagdo sdo comutativas, isto €, se a e b sdo

nimeros reais, entao
a+b=b+a, ab=ba.

2) A adigio e a multiplicagio sio associativas, isto €, se a,b e ¢ sio

nimeros reais,

(a+b)+c=a+(b+¢c), (ab)ec=a(bc).

3) A multiplicagdo & distributiva relativamente a adi¢do, isto ¢, se a,b

e ¢ sdo nimeros reais,

a(b+ ¢) = ab + ac.

4) Existem e sdo tinicos os niimeros 0 e 1 satisfazendo as condigdes:

a+0=a, al=a,

para todo real a.
5) A todo real a corresponde um unico nimero real (—a), e se a # 0,

um unico numero real w tais que
1
a+(—a)=0 e al-)=1
a
A razio pela qual estas propriedades sdo consideradas fundamentais, ¢
que a partir delas podemos deduzir todas as regras de operagoes aritméticas
sobre os niimeros reais. Por exemplo, de (4), decorre que (1)1 = —1¢
de (3), (4) e (5) decorre que a+ a0 = a(1+0) = al = a, isto €, a0 = 0.
A famosa “regra dos sinais”: (—1)(—1) = 1 pode também ser dedu-



