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Introducao

Esta pequena publicacao consiste das notas de aula do Minicurso entitulado
“Agoes e Representagoes de Grupos, Com Aplicacoes a Teoria de Numeros”,
ministrado na IV Bienal da Sociedade Brasileira de Matematica, realizada
em Maringa, PR, entre 29 de setembro e 3 de outubro de 2008.

Nosso objetivo ao propormos este mini-curso era mostrar aos alunos um
aspecto importante da teoria de grupos, pouco explorada nas disciplinas de
graduacgao, a saber, acoes e representagoes de grupos. Em geral, as disci-
plinas dos cursos de graduacao em Matematica, tanto de licenciatura como
de bacharelado, apresentam a teoria de grupos somente do ponto de vista
estrutural, ou seja, os grupos sao pensados simplesmente como estruturas
abstratas, das quais sao investigadas apenas sua estrutura interna. no en-
tanto, a histéria da matematica nos mostra que a verdadeira relevancia dos
grupos para uma variada gama de aplicagoes, somente pode ser explicitada
quando seus elementos sao vistos como bije¢oes em algum conjunto dado.
Esta é a idéia basica de agoes de grupos, todo o grupo pode ser visto como
subgrupo de bijecoes em algum conjunto. E nesta forma encarnada que a
teoria de grupos permeia todas as areas da matemdtica, nao sé a algebra,
como também a geometria, a andlise a teoria de ntimeros, etc.

Dentre as diversas agoes de grupos, possuem especial importancia as agoes
como tranformacoes lineares invertiveis em algum espaco vetorial. Estas sao
as denominadas representacoes lineares de um grupo. A teoria de repre-
sentagoes de grupos assumiu tamanha importancia em Matematica que ela
mesma se tornou um ramo de estudos independente. A razao deste desta-
que para a teoria das representagoes lineares esta no poder de calculo, pois
combina a teoria de grupos com as ferramentas da algebra linear. Basica-
mente, os elementos de um grupo podem ser vistos como matrizes invertiveis
de uma certa ordem, assim, todos os procedimentos de fatoracoes matriciais
sao aplicaveis. Alguns teoremas classicos em teoria de grupos sao deduzidos



de forma muito mais direta utilizando-se representacoes de grupos.

Neste mini-curso, pretendemos introduzir as nocoes basicas de teoria de
representacoes de grupos finitos. Em particular, um conceito fundamental
na teoria de representagoes é o conceito de caracter. Um caracter de uma
representacao de um grupo G é um homomorfismo entre G e o grupo dos
nimeros complexos invertiveis, e basicamente corresponde ao traco da ma-
triz na representacao dada. No caso de grupos abelianos, as representacoes
denominadas irredutiveis’ do grupo sao exatamente os caracteres. Este serd
o contexto que iremos nos ater ao longo destas notas.

A principal aplicacao desta teoria serd para o estudo de propriedades
dos nimeros inteiros, mais especificamente, sobre a distribuicao dos niimeros
primos em seqiiéncias aritméticas. Pretendemos apresentar as ferramentas
necessarias de teoria de representacoes para podermos demonstrar o célebre
teorema de Dirichlet cujo enunciado pode ser expresso da seguinte forma:

Teorema 0.1 Sejam a e n nimeros inteiros positivos com mdc(a,n) = 1,
entao existem infinitos numeros primos na sequéncia aritmética x = nk + a.

Utilizando a linguagem de congruéncias modulo n, podemos ainda enun-
ciar este teorema dizendo que existem infinitos niimeros primos p = a(modn).

Este teorema requer uma grande quantidade de conceitos mateméticos
para a sua demonstracao. Muitas destas ferramentas matematicas foram de-
senvolvidas pelo proprio Dirichlet, entre elas a teoria dos caracteres. Mais es-
pecificamente, os caracteres que entram nesta demonstracao sao os do grupo
dos elementos invertiveis do quociente 7Z,, lembremo-nos que se n for um
numero primo, entao Z, é um corpo, e portanto, todo elemento nao nulo
de Z,, faz parte deste grupo. No caso em que n nao é um nimero primo,
entao somente farao parte deste subgrupo as classes dos nimeros que sao
primos com n. A idéia original de dirichlet foi transformar estes caracteres
em funcoes aritméticas definidas em todo o conjunto dos nimeros inteiros
e depois associar a esta funcao aritmética uma série infinita, permitindo-o
utilizar as ferramentas da andlise matematica para demonstrar um resultado
que originalmente era de teoria de nimeros. Esta juncao de técnicas e areas
tao diversas da matematica faz deste teorema um resultado elegante, pro-
fundo, de grande interesse por si préprio e extremamente 1util do ponto de

'Uma representacio irredutivel de um grupo G sobre um espaco vetorial V é uma
representagao que nao deixa sub-espacos préprios W C V invariantes pela acao do grupo.



vista do ensino de matematica, pois permite-nos apresentar em um unico
contexto, diversos conceitos novos e interessantes.

Estas notas estao divididas da seguinte maneira: No primeiro capitulo,
abordaremos as nogoes basicas de teoria de grupos e agoes de grupos, apre-
sentando os conceitos de orbita, pontos fixo, sub-grupo estabilizador, etc.
Mostraremos alguns resultados basicos, como o teorema de Lagrange, e sua
versao para acoes de grupos, a equacao de classes, o lema de Burnside, etc,
depois aplicaremos estes resultados para obtermos de forma alternativa al-
guns resultados padrao de teoria de ntimeros, como o pequeno teorema de
Fermat e o teorema sobre a funcao totiente de Euler, conforme a referéncia
7].

No segundo capitulo, introduziremos o conceito de representacao de grupo,
mostraremos que para grupos finitos, basta nos atermos as representacoes
unitdrias? e irredutiveis. Demonstraremos o lema de Schur, que implica que
para grupos abelianos todas as representacoes irredutiveis serao unidimensi-
onais. Finalmente, provaremos alguns resultados concernentes A ortogonali-
dade dos caracteres da srepresentacoes irredutiveis.

No terceiro capitulo, trataremos especificamente da demonstragao do te-
orema de Dirichlet, fornecendo as condicOes necessarias para sua demons-
tracao. E, com certeza, o capitulo mais dificil, pois além de envolver concei-
tos de teoria de ntimeros e de toeria de grupos, também teremos que lidar
com elementos de andlise, mais especificamente com resultados sobre a con-
vergéncia de séries infinitas. As séries de Dirichlet contituem-se em uma
ferramenta sofisticada no estudo da teoria de niimeros, parte de um conjunto
de técnicas que se chama teoria analitica dos numeros. Ainda hoje existem
problemas de pesquisa envolvendo o uso destas séries.

No apéndice, mostaremos alguns resultados béasicos de teoria de niimeros,
em particular, aqueles que versam sobre fungoes aritméticas, que serao uteis
ao longo de todo o texto.

Esperamos que, ao final deste mini-curso, o estudante interessado tenha
percebido a importancia da teoria de representacoes de grupos e que possa
se aventurar mais sobre outros aspectos mais avancados desta teoria.

?Basicamente, uma representacdo unitaria de um grupo G' é uma representacio na
qual todo elemento de G é associado a um matriz unitaria, ou seja, uma matriz complexa
cuja transposta do seu conjugado complexo é igual a sua matriz inversa. No caso de
representagoes unidimensionais, que serd o nosso caso, as representacoes unitarias tomam
valores na circunferéncia de raio igual a 1 no plano complexo.



Capitulo 1

Acoes de Grupos

Um dos conceitos mais importantes na matematica moderna certamente é
o conceito de grupo. Podemos ver a ubiqiiidade dos grupos em quase to-
das as areas da matematica, como na prépria algebra, na geometria, nas
equagoes diferenciais, na teoria de niimeros, bem como nas ciéncias naturais,
como a fisica e a quimica. A idéia principal que confere aos grupos esta
importancia capital é a nogao de simetria. Sempre em ciéncia tentamos re-
conhecer padroes e simetrias em nossos objetos de estudo, sejam eles uma
molécula, um péndulo fisico, uma equacao diferencial, um sélido geométrico,
as raizes de uma equacao polinomial, etc. A partir do momento em que iden-
tificamos as simetrias de nosso sistema, estamos introduzindo um grupo de
transformacoes, ou seja um conjunto de bijecoes que preservam as proprieda-
des importantes deste sistema. O grupo ¢ uma abstracao deste conjunto de
bijecoes neste conjunto especifico, podemos falar dos elementos de um grupo
de maneira intrinseca, auto-contida, sem qualquer referéncia a um conjunto
externo onde ele age. Esta é a perspectiva da maioria dos livros de algebra
existentes na atualidade. No entanto, no nivel das aplicagoes, os grupos so-
mente sao relevantes quando “encarnados”, em grupos de transformagcoes.
Para entendermos melhor esta inter relacao entre o ponto de vista abstrato,
do grupo como uma estrutura existente por si propria, e o ponto de vista
concreto, do grupo agindo em outros conjuntos como bije¢oes, primeiro pre-
cisamos das definicoes basicas.
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1.1 Grupos, Subgrupos e Homomorfismos

Defini¢ao 1.1 Um grupo é um par (G,-) onde G é um conjunto nao vazio
e

GxG = G
(a,b) +— a-b

¢ uma funcao, denominada operacao do grupo, satisfazendo

1. (Associatividade) Para todos os elementos a,b,c € G temos (a-b)-c =

a-(b-c).

2. (Elemento neutro) Eziste um elemento e € G tal que para todo a € G
tenhamos a-e =e-a = a.

3. (Elemento inverso) A todo elemento a € G associa-se um elemento a™!

tal quea-a ' =atl-a=ce.

Exercicio 1.1 Mostre que existe um unico elemento neutro em um grupo.

Exercicio 1.2 Mostre que existe um tunico elemento inverso para cada ele-
mento a € G.

Dentre todos os grupos existentes, uma classe em particular serd muito
util no decorrer de todo o nosso trabalho: os grupos abelianos

Defini¢ao 1.2 Um grupo (G,-) € dito ser abeliano, ou comutalivo se para
todos os elementos a,b € G tivermos a-b = b - a, ou seja, a operagao do
grupo satisfaz A propriedade da comutatividade

Antes de irmos para os exemplos, uma tultima definicao.

Definicao 1.3 Um subconjunto nao vazio H de um grupo G ¢é dito ser um
sub-grupo de G se para quaisquer a,b € H, tivermos que a-b~1 € H.

Exercicio 1.3 Mostre que se H C G € subgrupo, entao
1. O elemento neutro e € G pertence a H e é seu elemento neutro.
2. Seac H, entioa™* € H.

3. Sea,be H, entaoa-be H.
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Exemplo 1.1: O conjunto dos ntumeros inteiros, Z, com a operacao
definida pela soma ¢ um grupo abeliano. E facil ver que a soma satisfaz a
associatividade e a comutatividade, o elemento neutro da soma é o nimero
0 e o elemento inverso de um nimero inteiro n é o seu oposto, —n.

Exercicio 1.4 Dé exemplos de sub-grupos aditivos de 7.

Definicao 1.4 Um grupo € dito ser finito, se G estd em correspondéncia 1
a 1 com o conjunto I, = {1,2,...,n} para algum nimero natural n > 1. A
ordem do grupo, denotada por |G|, serd a cardinalidade do conjunto G, que
¢ exatamente este n natural para o qual existe a bijecao.

Exercicio 1.5 Mostre que, se |G| = n entdo para todo elemento a € G
temos que a™ = e.

Exemplo 1.2: O conjunto das classes de congruéncia de niimeros inteiros
modulo n, Z,, com a operacao soma também é um grupo abeliano. A soma
de classes é definida como [k] + [I] = [k + I]. E facil ver que esta operacdo
estd bem definida, isto é, que o resultado da soma independe do representante
na classe de equivaléncia, ou seja, se k' = k(modn) e I’ = I(modn), entao
(k'] + [I'] = [k] + [[]. As propriedades da soma nos nimeros inteiros sao
herdadas automaticamente pela soma em 7Z,,. Este grupo ¢é finito e sua ordem
é exatamente n.

Note que, tanto para o caso do grupo Z quanto para os grupos Z, basta
conhecermos um elemento, no caso o nuimero 1, ou sua classe em 7, que
conseguimos determinar todos os outros elementos do grupo.

Definicao 1.5 Um grupo G para o qual existe um elemento a € G de forma
que todo outro elemento g pode ser escrito como g = a™ paran € Z é chamado
um grupo ciclico.

Exercicio 1.6 Mostre que, de fato, a operacao soma em Z, estd bem defi-
nida.

Exemplo 1.3: Ainda no conjunto Z,, o conjunto de todos os elementos
inversiveis pela operacdo de multiplicacdo, [k][l] = [kl]. Novamente, esta

operacao esta bem definida no conjunto das classes.

Exercicio 1.7 Mostre que a multiplicacdo estda bem definida em Z,,.
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As propriedades associativa e comutativa da multiplicacao sao gerantidas
diretamente da multiplicagao nos inteiros. O elemento neutro multiplicativo
é dado pela classe [1]. Para caracterizarmos os elementos inversiveis, vamos
mostrar a seguinte proposicao:

Proposicao 1.1 Um elemento (k| € Z, € inversivel, se, e somente se,

mdc(k,n) = 1.

Demonstracao: (=) Suponha que [k]| € Z, seja inversivel, entdo existe
um elemento [z] € Z,, tal que [k][x] = [1]. Isto corresponde a dizer que
kx = 1(modn), ou ainda, kx = ng + 1. Sendo assim, podemos escrever
kx —ng = 1, significando que existe uma combinacao linear inteira entre k e
z que resulta eml, e isto é equivalente a dizer que mdc(k,n) = 1.

(<) Por outro lado, se mdc(k, n) = 1, temos que existem inteiros e y tais

que kx+ny = 1. Tomando as classes de equivaléncia, teremos [kz+ny| = [1],
ou ainda [k][z] + [n][y] = [1], mas como a classe [n] em Z, é igual a classe
0], temos que [k][z] = [1], ou seja, a classe [k] € Z,, é inversivel. |

Portanto, desta proposicao, podemos concluir que o grupo multiplica-
tivo dos elementos inversiveis em Z,, é o conjunto das classes dos inteiros
0 < k < n que sao primos com n. Vamos denotar este grupo por Z;. Este
grupo também ¢é finito, ja que é um subconjunto de Z,, cuja ordem é dada
pelo pela quantidade de ntiimeros inteiroa positivos menores que n e que sao
primos com n, este ntiimero ¢ denotado por p(n) e a funcao ¢;Z5 — Z que
a cada numero inteiro positivo associa esta quantidade é chamada funcao
totiente de Euler, que sera estudada posteriormente e terd um papel funda-
mental ao longo de todo o texto.

Exemplo 1.4: O Conjunto das bijegoes em um conjunto X, com a
operacao de grupo dada pela composicaol de fungoes. E facil mostrar que a
composta de duas funcoes bijetivas também é bijetiva.

Exercicio 1.8 Mostre que, de fato, a composta de bijecoes € bijecao.

Neste grupo o elemento neutro é a funcao identidade em X, denotada

por Idyx. O elemento inverso de f : X — X é dado pela funcao inversa
X=X,
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Exercicio 1.9 Mostre que uma fungao f: X — X é biyetiva, se, e somente
se, existe uma funcdao g : X — X tal que fog=Idx ego f = Ildx, ou seja,
g € a funcdo inversa de f.

Antes de continuarmos com os exemplos, vamos mostrar que todo grupo
pode ser visto como um subgrupo de um grupo de bijegoes.

Definicao 1.6 Dados dois grupo G e H, uma func¢ao ¢ : G — H € dita ser
um homomorfismo de grupos se p(a-b) = p(a)-@(b), para todos os elementos
a,b € G. Se o homomorfismo € injetivo, dizemos que ele € um monomor-
fismo. Se o homomorfismo € sobrejetivo, dizemos que ele € um epimorfismo.
Se 0o homomorfismo € bijetivo, dizemos que ele € um isomorfismo.

Denotaremos G = H quando os grupos G' e H forem isomorfos.

Exercicio 1.10 Mostre que, se p : G — H é um homomorfismo de grupos,
entao

1. @(6@) = €eq.
2. Para qualquer a € G, temos que p(a™) = (p(a))™".

Proposicao 1.2 Todo grupo G € isomorfo a um sub-grupo do grupo das
bijecoes em G.

Demonstracgao: Seja a € (¢, defina a funcao

L,: G —- G
b — a-b

Vejamos que L, é injetiva. De fato, se L,(b) = L,(c), isto significa que
a-b=a-c. Multiplicando esta tltima igualdade & esquerda por a™!, teremos
al-a-b=a"'-a-c, eportanto, b = ¢, o que implica que L, é injetiva.

Para vermos que L, é sobrejetiva, tome b € G, podemos escrever b =
a-a'-b, ouseja, b= L,(a"'-b). Portanto L, é sobrejetiva.

Disto concluimos que L(G) C Bij(G). Sejam agora a,b,c € G, temos que

LooLy(c)=Lyb-¢c)=a-(b-c)=(a-b) c= Lyp(c).
Temos também que, para todo elemento a € G

Le(a) =£€-aq
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portanto, L. = Idg. Finalmente, temos que para todo a € G,
La—l o La = La—l-a = Le = Idg,

de maneira analoga, podemos mostrar que L, o L,~1 = Idg. Portanto L,-1 =
(L)~
Sejam a,b € G, temos que

Loo(Ly) ' =LyoLy1 = Loy € L(G),

logo L(G) é sub-grupo de Bij(G). Resta-nos mostrar que G esta em corres-
pondéncia 1 a 1 com L(G), ou seja, falta-nos verificar que a fungao

L: G — L(G) CBijG)
a — L, ’

que é um homomorfismo de grupos, conforme foi mostrado, também é bije-
tiva.

Para a injetividade de L, suponha que L, = L;, isto significa que, para
qualquer ¢ € G temos L,(c) = Ly(c), ou ainda a - ¢ = b - c. Em particular,
para ¢ = e, o elemento neutro de GG, temos a = a-e =0b-e =b. A sobreje-
tividade sobre L(G) é 6bvia, pois toda bijecao em L(G) é da forma L, para
algum a € G. Portanto G pode ser identificado com o subgrupo L(G) em
Bij(G). De fato, mostramos mais, mostramos que o grupo G é isomorfo ao
grupo L(G). [

Exemplo 1.5: Um caso particular do exemplo anterior é o conjunto das
bijecoes de um conjunto finito de n elementos. Como todos os conjuntos
de n elementos estao em bijecao com [, = {1,2,...,n}, entdo podemos
simplesmente considerar o grupo das bijecoes, ou permutacgoes, em I,,, que
vamos denotar por S,. A ordem de S, é igual a n!. Como coroldrio da
proposicao anterior, podemos enunciar o seguinte resultado.

Corolario 1.1 (Teorema de Cayley) Todo grupo finito € isomorfo a um sub-
grupo de um grupo de permutagoes.

Um elemento genérico do grupo de permutacoes S, pode se esrito da

seguinte maneira
B 1 2 ... n
TR 7@ - w) )
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Vamos exemplificar com n = 3. Em S3 temos os elementos

123 123 12 3
““\123) ™~ 213) ”2:(132)
123 123 12 3%
7T3:(321) 7T42(2:),1)”5:(312)

Este é o menor grupo nao abeliano existente.
A composicao de duas permutagoes é feita como composta de fungoes
(leitura da direita para a esquerda'). Assim, por exemplo

(123 123\ (123)\
mem=1\9 1 3 132) 231" ™

Exercicio 1.11 FEscreva a tabua de composi¢ao de S3 e verifique os subgru-
pos de S3.

Exemplo 1.6: O grupo diedral D3, ou grupo de simetrias de um triangulo
equildtero. Seus elementos consistem de todos os movimentos rigidos em
R3 que deixam um triangulo equildtero invariante, ou seja, a identidade, as
rotacoes de %” e 4?” no plano do triangulo e ao redor do seu baricentro, as
rotacoes de 7 ao redor dos eixos que contém as medianas do triangulo.

Exercicio 1.12 FEscreva a tabua de composicao de D3 e verifique que D3 =2
Ss.

Exemplo 1.7: O grupo U(1) dos nimeros complexos de mddulo 1,
também denotado por S!, ou seja, a circunferéncia unitdria no plano com-
plexo. E facil ver que se z,w € C sao dois nimeros complexos tais que
|z| = |w| = 1, entao |zw| = |z|.Jlw| = 1. As propriedades da multiplicagao
dos numeros complexos garante-nos que este é um grupo abeliano. A dife-
renga entre este grupo e os grupos apresentados nos exemplos anteriores é
que este grupo é continuo. Isto significa que, além de ser um grupo infinito,
ele, como conjunto possui uma estrutura topoldgica, que nos permite falar
em proximidade entre os elementos. Esta estrutura topolégica em S! é dada
pela distancia usual no plano. temos também que a operagao de grupo é uma
funcao continua. A continuidade da operacao diz que elementos proximos,

'Muito embora alguns autores adotem a convencdo oposta para que a leitura seja da
esquerda para a direita
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quando multiplicados, darao resultados proximos. Mais do que continuo,
ainda é possivel provar que a operacao deste grupo é diferenciavel, o que faz
deste grupo um tipo especial e importantissimo de grupo, denominado grupo
de Lie.

Uma caracterizacao 1til dos elementos de S' pode ser dada pela forma
exponencial dos nimeros complexos: um ntmero complexo z de modulo
unitario pode ser escrito na forma
oif

z = = cosf + isinf.

Ao multiplicarmos dois elementos deste grupo, temos

ezeeup _ ez(6+<p).

Os exemplos restantes de grupos serao todos grupos continuos e nos serao
lteis para as discussoes posteriores.

Exemplo 1.8: Os grupos lineares, ou grupos de transformagcoes lineares
invertiveis em um espaco vetorial de dimensao finita: Seja V um espago ve-
torial de dimensao n sobre um corpo K (no que se segue, em nossas notas
deste minicurso, o corpo considerado sera o dos niumeros complexos, C, salvo
raras excessoes, quando consideraremos o corpo dos reais, R). Como a com-
posta de transformacoes lineares invertiveis também ¢ uma transformacgao
linear invertivel e a identidade é uma transformacao linear invertivel, te-
mos facilmente que este conjunto forma um grupo. Denotaremos este grupo
por GL(V) ou GL(n,K). Utilizaremos a primeira nota¢ado quando estiver-
mos apenas enfatizando as transformacoes lineares em abstrato e a segunda
notagao quando estivermos falando da transformagao linear em sua forma
matricial. Sendo assim GL(n,K) ainda pode ser visto como o grupo das
matrizes invertiveis n X n com entradas no corpo K.

Exemplo 1.9: Existem alguns sub-grupos dos grupos lineares que sao
importantes para aplicagdes: Os sub-grupos lineares especiais SL(n,K) sao
compostos das matrizes invertiveis n X n com entradas em K e cujo deter-
minante é unitario.

Exercicio 1.13 Mostre que, de fato, SL(n,K) é sub-grupo de GL(n,K).

Considere V é um espaco vetorial real de dimensao n e com um produto
escalar euclidiano
(v): V¥ xV —- R
(v,w) = (v, w)
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onde, se v = (v, 0% ..., v") e w = (w',w? ..., w"), entdo

O grupo das transformacoes lineares que preserva o produto escalar é cha-
mado grupo ortogonal, denotado por O(n). Um elemento de O(n) é uma
transformacao linear A tal que

(Av, Aw) = (v, w).
Exercicio 1.14 Mostre que O(n) é sub-grupo de GL(n,R).

Exercicio 1.15 Mostre que a matriz em uma determinada base de uma
transformacao linear ortogonal € tal que sua transposta € igual a sua in-
versa, isto é, AT = A1 (OBS: Estas matrizes sao denominadas matrizes
ortogonais).

Exercicio 1.16 Mostre que o determinante de uma matriz ortogonal € igual
al ou—1.

A interseccao dos grupos ortogonal e especial produz um outro sub-grupo
interessante de transformacoes lineares que sao as ortogonais especiais, cujo

grupo é denotado por SO(n) = O(n) N SL(n,R).

Exercicio 1.17 Considere o caso particular n = 2. Escreva as matrizes de
SO(2) e conclua que elas sao matrizes de rotagdo

cosf) —siné
Ry = .
sinf  cos#@
Considere agora V é um espago vetorial complexo de dimensao n e com

uma forma sesquilinear, ou produto hermitiano

(v): ¥V xV —» C
(v,w) +— (v, w)

onde, se v = (v', 0%, ..., v") e w = (wh,w?, ..., w"), entdo

n
(v,w) = Z@iwi.
i=1
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O grupo das transformacgoes lineares que preserva o produto hermitiano é
chamado grupo unitario, denotado por U(n). Um elemento de U(n) é uma
transformacao linear A tal que

(Av, Aw) = (v, w).
Exercicio 1.18 Mostre que U(n) € sub-grupo de GL(n,C).
Exercicio 1.19 Mostre que a matriz em uma determinada base de uma
transformacao linear unitdria € tal que sua transposta conjugada® € igual

a sua inversa, isto é, A* = A7l (OBS: Estas matrizes sio denominadas
matrizes unitdrias).

Exercicio 1.20 Mostre que o determinante de uma matriz unitdria € iqual
a um numero complexo de modulo 1.

A interseccao dos grupos unitario e especial produz um outro sub-grupo
interessante de transformacoes lineares que sao as unitarias especiais, cujo

grupo ¢ denotado por SU(n) = U(n) N SL(n,R).

Exercicio 1.21 Verifique que o grupo U(1) €, de fato, a circunferéncia
unitdria, conforme o exemplo anterior.

Exercicio 1.22 Mostre que o grupo U(1) € isomorfo ao grupo de rotagioes
SO(2) pelo isomorfismo

o: U1) — SUE)
eie — Rg

Como um tultimo topico a ser abordado nesta secao, mostraremos como
um sub-grupo H de um grupo G pode introduzir uma relagao de equivaléncia
em G.

Definicao 1.7 Dado um sub-grupo H de um grupo G e um elemento g € G,
definimos a classe lateral a esquerda de g associada a H como o conjuunto

gH={keGlg™" ke H}.
Similarmente, a classe lateral a direita de g em relagao a H é o conjunto

Hg={keGlk-g' € H}.

2 A matriz transposta conjugada de A, ou hermitiana conjugada, é a matriz trasposta da
matriz cujas entradas sdo os conjugados complexos das entradas da matriz A. Denotamos
a hermitiana conjugada por A*.
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Podemos também caracterizar a classe lateral a esquerda gH como o
conjunto dos elementos k& € G tais que podem ser escritos como k = ¢-h para
algum h € H. Durante toda nossa discussao, utilizaremos classes laterais a
esquerda, a menos que se diga o contrario.

Proposicao 1.3 Duas classes laterais a esquerda g1 H e goH ou sao disjun-
tas ou sao iguais

Demonstracgao: Suponha que exista um elemento k € g1 H NgoH, entao
existem hq, hy € H tais que

k=g1-hi=g2-ha.
Multiplicando-se esta tltima igualdade & direita por h; ', temos que
g1=g2-ha-hi' € go .
Logo para qualquer g; - h € g H concluimos que
g1-h=go-hy-hi'-hegH.

Analogamente, podemos provar também que goH C g1 H e portanto, as duas
classes sao iguais. ]

Uma outra propriedade importante das classes laterais a esquerda é que
elas estao em bijecao com o sub-grupo H.

Exercicio 1.23 Mostre que a aplicagao L, : H — gH € uma bije¢do (ndo
homomorfismo) entre H e gH.

Um ultimo resultado relativo as classes laterais de grupos finitos refere-se
ao célebre teorema de Lagrange. Que basicamente nos diz a quantidade de
classes laterais relativas a um determinado sub-grupo.

Teorema 1.1 Seja G um grupo finito e H um sub-grupo. Entdo a quanti-
dade de classes laterais relativas e H € 1gual a
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Demonstracao: Pela proposi¢ao anterior, podemos ver que as classes
laterais sao disjuntas duas a duas. Entao, escolhamos um representante para
cada classe: g1, 9o, ..., gn, O que queremos saber é qual o valor deste nimero
n. Pelo exercicio anterior, verificamos que todas as classes g1 H, g2 H, ...,
gnH estao em bijecao com H, logo o nimero de elementos de cada classe é
igual a ordem do sub-grupo H. Assim, a ordem do grupo G pode ser escrita
como o produto do nimero de classes laterais pelo niimero de elementos em
cada classe lateral, ou seja |G| = n|H|, sendo assim,

)
| H]

Como corolario imediato do teorema de Lagrange, podemos enunciar que

#C = [

Corolario 1.2 A ordem de um sub-grupo de um grupo finito é sempre um
divisor da ordem do grupo.

Exercicio 1.24 Um grupo ciclico € um grupo gerado por um unico elemento.
Isto é, se G é um grupo ciclico, entao existe um elemento a € G tal que todo
outro elemento x € G pode ser escrito na forma x = a* para algum nimero
inteiro k. Mostre que se G é um grupo ciclico e |G| = n, entao para todo
divisor d de n existe exatamente um subgrupo de ordem d.

1.2 Acoes de Grupos

Como vimos na se¢ao anterior, todo grupo é isomorfo a um sub-grupo de um
grupo de bije¢oes em um conjunto (em particular, das bijegoes no préprio
grupo). As situagoes onde um grupo pode ser visto como grupo de bijegoes
sao as que realmente aparecem nas aplicacoes da teoria. E somente agindo
como um grupo de bije¢oes que o grupo se concretiza, se incorpora e pode
ser utilizado como uma ferramenta poderosa para o estudo das simetrias.

Definicao 1.8 Uma acdo de um grupo G em um conjunto X é um homo-
morfismo de G no grupo das bijecoes em X, que serd denotado por Bij(X).

Vamos fixar as notagdes: Vamos denotar uma acao por
a: G — Bij(X)
g = q

e portanto o, ¢ uma bijecao no conjunto X, qua associa a cada elemento
x € X outro elemento «,(z). Como a é um homomorfismo, entdo temos que
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L. ay(an(z)) = agn(x) para todos elementos g,h € Gex € X.
2. a, = Idyx, ou seja, a.(r) = x para todo x € X.

3. a;l = a1 para todo g € G (isto, na verdade, é facilmente concluido
a partir dos dois itens anteriores).

Antes de mostrarmos exemplos de agoes de grupos sobre conjuntos, vamos
a mais algumas defini¢oes adicionais

Definicao 1.9 Seja o uma ag¢do de um grupo G sobre um conjunto X e
considere um elemento x € X. Definimos a drbita do elemento x como
sendo o conjunto

O, = {ay(2)|g € G}.

Exercicio 1.25 Mostre que duas orbitas pela ag¢ao de um grupo ou sao dis-
Juntas ou coincidentes.

O resultado enunciado no exercicio anterior nos leva a conclusao que a
acao de um grupo sobre um conjunto provoca uma particao neste, composta
pelas orbitas.

Definicao 1.10 Considere uma acao o de um grupo G sobre um conjunto
X. O sub-grupo estabilizador de um elemento x € X ¢é definido como

Stab, = {g € Glay(z) =z}
Exercicio 1.26 Mostre que Stab, €, de fato, um sub-grupo de G.

De forma semelhante, podemos falar do sub-grupo estabilizador de um
sub-conjunto Y C X

Staby = {g € Glay(Y) CY}.

Note que os elementos de um sub-conjunto nao precisam ficar fixos pela acao
do grupo, apenas que suas orbitas precisam estar contidas neste sub-conjunto.
Quando Staby = G, dizemos que Y C X é um sub-conjunto invariante pela
agao do grupo G.

Uma definicao dual é o conjunto dos pontos fixos pela acao de um deter-
minado elemento ou sub-grupo de G.
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Definicao 1.11 O sub-conjunto dos pontos fixos de um elemento g € G € o

conjunto
Fizy ={z € X|ay(z) = x}.

Se H C G ¢ um sub-grupo de G, o conjunto dos pontos fizos pela a¢cao de H
¢ definido por
Fizyg ={z € X|ay(z) =z, Vg€ H}.

Definicao 1.12 Uma a¢ao o de G em X € dita ser
1. Fiel, se Fizy, = X, entao g = e.
2. Livre, se Fix, # 0, entao g = e.
3. Transitiva, se O, = X, para todo elemento v € X.

Exemplo 1.10: Seja G = R o grupo aditivo dos reais. Considere V um
espago vetorial e v € V um vetor neste espago. Entao podemos indicar as
translacoes em V na direcao de V como a acao 7™ de R em V dada por
T (W) =w + av.

Exemplo 1.11: Na mesma linha do exemplo anterior, Considere A um
conjunto e uma acao T' do grupo aditivo de um espaco vetorial V em A por
translacoes. Se 7' é livre e transitiva, entao dizemos que o conjunto A, junto
com o espaco V e a agao 1" forma um espaco afim. Se a dimensao de V é
igual a n, dizemos que o espaco afim tem dimensao n.

Exercicio 1.27 Considere, para os niumeros reais fizos ai,...,a,,b € R o
sequinte subconjunto de pontos do R™:

P={(",...,2") € R"|az" + - + ana" = b}.
Mostre que P é um espago afim com dimensao n — 1.

Exemplo 1.12: Seja G um grupo. Este grupo pode agir sobre si mesmo
de varias maneiras, dentre as quais destacamos duas de particular interesse:

a) A acao regular a esquerda: L,(h) = gh, para todo g,h € G.

b) A acao adjunta: Ad,(h) = ghg™!, para todo g, h € G.
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Exercicio 1.28 Mostre que a acdo regular a esquerda € livre e transitiva.

Exercicio 1.29 Mostre que, na a¢ao adjunta, para todo g € G a aplicagao
Ady : G — G € um isomorfismo do grupo G nele mesmo.

Exercicio 1.30 Faca explicitamente com o grupo Ss o cdlculo da agao ad-
Junta, verifique as orbitas, os pontos fixos, os estabilizadores, etc.

Exercicio 1.31 Mostre que h € G é um ponto fizo de Ad,, se, e somente
se, h comuta com g.

Exercicio 1.32 Seja H C g um subconjunto invariante pela a¢do adjunta

em (.

a) Mostre que H é sub-grupo de G. FEste tipo de sub-grupo é denominado
sub-grupo normal.

b) Mostre que as classes laterais a direita e a esquerda geradas por um sub-
grupo normal coincidem.

c) Finalmente, mostre que o conjunto das classes laterais a esquerda (ou a
direita) forma um grupo, com a opera¢io gH - kH = gkH.

Exemplo 1.13: Seja G = Z o grupo aditivo dos inteiros e X = S' a
circunferéncia unitaria no plano

St = {(cos 6, sin 0) € R*|§ € R}.

Para cada o € R podemos definir uma acao de Z em S' por rotacoes da
seguinte forma:

R cos \ [ cosna —sinno cosf \ [ cos(f + na)
n sinf )\ sinna cosna sind /) \ sin(f + na)
Exercicio 1.33 Mostre que, se 5~ = %’ € Q, a drbita de cada ponto de S' é
um poligono reqular de q lados.

Exercicio 1.34 Mostre que se 5= € R\Q entdo a agdo ¢ livre.

Este dltimo caso, o das rotagoes por um angulo incomensuravel com 27 é
um conhecido exemplo na teoria de sistemas dinamicos e possui a propriedade
que todo ponto possui uma orbita densa, isto é, em qualquer intervalo da cir-
cunferéancia, por menor que seja, existem infinitos pontos de qualquer orbita.



CAPITULO 1. ACOES DE GRUPOS 20

1.3 Acoes de Grupos Finitos Sobre Conjun-
tos Finitos

No que se segue, vamos considerar agoes de um grupo finito GG sobre um con-
junto, também finito, X. Como uma acao de grupo determina uma relacao
de equivaléncia em X (dois elementos de X s@o equivalentes, se, e somente se,
estao na mesma 6rbita), e como as 6rbitas determinam uma partigdo no con-
junto X, é facil ver que o conjunto das érbitas coincide com o conjunto quo-
ciente determinado por esta relacao de equivaléncia. Por isto, vamos denotar
o conjunto das drbitas por X/G. Vamos denotar as cardinalidades de G, X
e X/@G, respectivamente por |G|, |X| e |X/G|. Para cada i =1,...,|X/G|,
escolhamos um representante x; de cada orbita, vamos denotar o nimero de
elementos na érbita de x; por |O(z;)|. E facil ver que, se 2 € X é um ponto
fixo pela agao do grupo G entdo |O(z)| = 1. Também é facil de deduzir o
seguinte resultado:

Proposicao 1.4 Considere uma ag¢dao do grupo finito G sobre o conjunto
finito X. Considere também os elementos, v; € X, i =1,...|X/G|, que sao
os representantes de cada orbita. Entao

|X/G|

X =3 0]

Se denotarmos por X o sub-conjunto dos pontos fixos pela acao de G,
podemos decompor a soma da proposicao anterior em duas somas: A primeira
referente a Orbitas de pontos fixos (que possuem apenas um elemento) e a
segunda composta de orbitas com mais de um elemento. Sendo assim, temos
a denominada equacao de classes:

1X/G|—|X9
X=X+ > (O] (1.1)
i=1
Um resultado menos esperado é o que relaciona o ntimero de elementos
da orbita de um ponto com o estabilizador daquele elemento.

Teorema 1.2 Seja uma acao o, do grupo finito G sobre um conjunto finito
X. Considere um elemento x € X, entao
G|

O(2)| = Stab.
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Demonstracao: Vamos estabelecer uma bijecao entre o conjunto das
classes laterais a esquerda em G determinadas por Stab, e a érbita de x,
considere a aplicagao;

¢: G/Stab, — O(x)
g.Stab, —  oy(x).

Facilmente, podemos ver que esta aplicacao é sobrejetiva, pois todo elemento
da érbita de = é da forma o, (z) para algum g € G, assim o, (z) = ¢(g.5tab,).
Para verificarmos que esta aplicagao é injetiva, considere g, h € G tais que

¢(g.Stab,) = ¢(h.Stab,,),

ou seja

ag(r) = an(z).
Isto significa que

ag-1p(x) =z,

ou ainda, que ¢g~th € Stab,, o que implica que g.Stab, = h.Stab,.

Portanto, a funcao ¢ é bijetiva, o que nos leva a conclusao que a 6rbita de
x e o conjunto quociente G/Stab, possuem o mesmo nimero de elementos.
Pelo teorema de Lagrange, sabemos que

Gl

|G/Stab,| = Staby|’

obtemos o resultado desejado. |

Corolario 1.3 Dada uma a¢ao de um grupo finito G sobre um conjunto
finito X, o nimero de elementos da drbita de x € X € um divisor de |G]|.

Juntando este corolario com a informacao obtida pela equacao de classes
(1.1), podemos concluir que.

Corolario 1.4 Dada uma agao de um grupo G sobre um conjunto finito
X,com |G| = p™, para p primo. Temos que

| X] = [X](modp).
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Demonstracao: Como o nuimero de elementos em qualquer orbita é um
divisor de p", entao deve ser igual a 1, ou um ntiimero da forma p* com k < n.
Da equacao de classes, temos

|X/G|-1X9 |X/G|-1X9

X=X+ Y (0@ =X+ D pt

i=1 =1

Assim, a diferenca | X | — | X Y| é divisivel por p, como querfamos. |
Como uma conseqiiéncia deste resultado, podemos demonstrar de uma
forma diferente o pequeno teorema de Fermat.

Teorema 1.3 Seja a > 1 um numero inteiro e p um numero primo, entao
a? = a(modp).

Demonstracao: Considere um conjunto A = {1,2,...,a} e defina uma
acao ado grupo aditivo Z, sobre X = AP por permutacoes ciclicas:

a1, T2, ..., 1) = (T1,%2,...,7p),

ap(z1, @2, ..., 1) = (T2,%3,...,%p, T1),

(1,22, ... Tp) = (T3,24,...,21,72),

App-1](T1, T2, ..., Tp) = (Tp, T1,. .., Tp_a, Tp_1),

Uma p-upla (z1,...,2,) serd um ponto fixo por esta acao, se, e somente se
Ty = X9 = -+ = xp. Isto significa que sé podem existir a possiveis pontos
fixos, ou seja |X%| = a. Por outro lado, a cardinalidade do conjunto X ¢é
| X| = a”. Do coroldrio da equacao de classes temos que | X| = | X|(modp),
ou seja a? = a(modp). |

Para finalizarmos este primeiro capitulo, vamos exibir um resultado im-
portante na teoria de acoes de grupos com conseqiiéncias interessantes para a
combinatoéria e para a teoria de niimeros, o teorema de Burnside. Este resul-
tado relaciona o nimero de 6rbitas em uma agao com o nimero de elementos
em Fiz, para cada g € G.

Lema 1.1 Considere a acao de um grupo finito G sobre um conjunto finito
X. Sejam x,y € X dois elementos na mesma orbita, entdo |Stab,| = |Stab,|.
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Demonstracao: Se y € O(x), entdo, existe h € G tal que y = ap(x).
Vamos mostrar que aplicacao Ady, : G — G, quando restrita a Stab,, produz
uma bijecao entre Stab, e Stab,:

Em primeiro lugar, note que, para qualquer g € Stab,, o elemento
Ady(g) € Stab,. De fato,

Apgh-1(Y) = apgn—1ap(x) = apoy(z) = ap(z) = y.

A aplicagao Adj, é injetiva quando definida em todo o grupo GG, em particular,
continua injetiva quando restrita a algum sub-grupo. A sobrejetividade vem
do fato que, se k € Stab,, entao k = Ady(h~'kh). Por um célculo andlogo ao
feito anteriormente, é facil ver que h~'kh € Stab,. Portanto Ad, : Stab, —
Stab, ¢ uma bijecao, garantindo, assim, o resultado. |

Teorema 1.4 Considere uma agao de um grupo finito G sobre um conjunto
finito X. Entao

X/G|- |G = | Fiz,|

geG

Demonstracao: A demonstracao deste fato utiliza-se de uma técnica
comum em combinatéria, que é a contagem dupla. Denotemos | X/G| = m
e |G| = n, denote o nimero de elementos na k-ésima drbita por pg, entao
| X| =p1+p2+ -+ pm = p. Os elementos do grupo serdo denotados por
91,92, - - -, gn € 0s elementos do conjunto X por 1, zs,..., %,

Fagamos uma matriz F' = (f(4,7));; com n linhas e p colunas na qual
f(i,j) = 1 se o elemento x; € Fixy, e f(i,7) = 0 se x; ¢ Fix,. Vamos

avaliar a soma 0
>N fig)

i=1 j=1
de duas maneiras diferentes. Primeiro, para um determinado indice 7 fixo, se
somarmos para todo 1 < j < p teremos

Zf(lv]) = |F2$91|
j=1

Por outro lado, se fixarmos uma coluna j e somarmos sobre o indice 1 <17 <
n, teremos

> f(i,4) = |Stab,,|.
=1
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Pelo lema anterior, se dois elementos estao na mesma Orbita, entao seus
sub-grupos estabilizadores possuem a mesma ordem, logo teremos

Z Z f(Zn]) = Z ‘O(xpl+"‘+l7k)||Sta’b($pl+"'+pk)|

j=1 i=1 k=1

considerando que

G|
|O(@py4otpy )| = ,
T |Stab(zp, +...+p, )]
teremos a igualdade
> |Fizg | =Y |G| = |G|.|X/G|.
i=1 k=1
Que é o resultado enunciado. [

Como um exemplo de aplicacao do teorema de Burnside, vamos solucio-
nar um problema combinatoérico simples: Considere um disco dividido em n
setores circulares todos congruentes (como uma pizza, ou um guarda-chuva),
suonha ainda que existam disponiveis ¢ cores distintas para pintarmos os
diversos setores circulares. De quantas maneiras nao equivalentes podemos
efeturar esta pintura?

Denotemos por r este niimero procurado. Note que neste problema, dada
uma configuracao de cores pintadas no disco, se o rotacionarmos por um
angulo multiplo de 27“ obteremos a mesma configuragao de cores. Portanto,
existe uma agao de um grupo ciclico G = (a) de ordem n sobre o disco, de
forma que a,(x) = Rz (z) para todo ponto x no disco. Entao cada 6rbita
pela acdo do grupo G pode ser considerada como a mesma configuracao de
cores. O problema é encontrar o nimero de érbitas existentes. E neste
ponto que entra o teorema de Burnside, e ao invés de contarmos diretamente
as Orbitas, vamos contar os pontos fixos de cada elemento g do grupo. Para
cada divisor d de n, existe um sub-grupo de ordem d. Este sub-grupo pode
ser visto como o sub-grupo ciclico gerado pelo elemento a4, que corresponde
a uma rotacdo de angulo d - 2. Neste sub-grupo existem exatamente d
elementos, a saber a4, a+,..., a'd = e. Destes, apenas ¢(d) elementos
possuem ordem exatamente igual a d, isto é, 29 = eezF £ ese 0 < k <
d (Verifique este fato), e estes sdo todos os elementos de ordem d no
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grupo (Verifique isto também). Para cada elemento de ordem d no grupo,
existem g4 configuracoes inequivalentes de cores. Assim, temos, pelo teorema

de Burnside
r|G| =" |Fix,,
geG
ou seja
1 n
— d)agd. 1.2
= ;w( )g (1.2)

Como um corolario deste resultado, se o nimero ¢, de cores for igual a
1, teremos apenas uma unica cnfiguragao possivel (r = 1), logo, podemos
deduzir uma propriedade importante da funcao ¢ de Euler:

Teorema 1.5 Seja n um niumero natural nao nulo, entao
> p(d)=n
din

Demonstracao: A verificacao é imediata para n = 1 e n = 2, e para
n = 3, podemos utilizar a férmula (1.2) para ¢ = 1. |

Exercicio 1.35 De quantas maneiras podemos pintar uma bandeira listrada
com n listras de igual largura e q cores?

Exercicio 1.36 De quantas maneiras podemos pintar as arestas de um poligono
reqular de n lados com q cores?



Capitulo 2

Representacoes de GGrupos

Neste capitulo, vamos estudar um tipo especifico de acoes de grupos, as
representacoes lineares, nas quais os elementos do grupo agem como trans-
formagoes lineares bijetivas em um espaco vetorial dado. Veremos que para
o caso de representagoes de grupos finitos sobre espacgos vetoriais comple-
x0s, sempre podemos reduzir ao caso de representacoes unitarias, isto ¢,
nos quais os elementos do grupos agem como transformagoes unitarias com
relacao a uma forma sequilinear. Também o problema de se classificar as re-
presentacoes pode ser totalmente resolvido para o caso de grupos finitos, pois
as representacoes irredutiveis podem ser totalmente conhecidas. Finalmente,
vamos nos dedicar As representacoes irredutiveis de grupos abelianos fini-
tos, veremos que o conjunto destas representacoes também forma um grupo
abeliano com a mesma ordem do grupo original, que é denominado dual de
Pontryagyn do grupo.

2.1 Definicoes Basicas e Exemplos

Durante todo o texto, V serd um espaco vetorial de dimensao n sobre o corpo
dos nimeros complexos, C. Denotemos G L(n, C) o grupo das transformagoes
lineares invertiveis neste espaco vetorial.

Definicao 2.1 Uma representagao linear (4 esquerda) de um grupo G sobre
o0 espaco vetorial complexo V de dimensdo n é um homomorfismo' p : G —
GL(n,C).

!Existem representacoes lineares & direita, que se constituem de anti-homomorfismos,
isto &, p(g)p(h) = p(hg).

26
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Uma das conseqiiéncias imediatas de termos uma representagao linear
de um grupo G é que podemos dispor de todos os mecanismos e técnicas
proprios da algebra linear para podermos estudar o grupo. Cada elemento do
grupo é, agora, uma transformacao linear, em tltima instancia, uma matriz,
que pode ser manipulada numericamente de maneira muito mais eficiente
do que os elementos do grupo. Resultados de dlgebra linear sobre fatoragao
matricial podem resultar em teoremas sobre fatoracao dos elementos de um
determinado grupo.

Exemplo 2.1: Considere o grupo aditivo Z,, e defina paracada0 < k <n
uma fungao

Xk - Zn — C
[z] — e

E facil ver que para cada k, a funcao y; é uma representacao unidimensional
de Z,:

2mikx 2miky 2mwik(z+y)

Xe([@)xe(ly]) =e » e n =e = xillz] + [y]).

Exemplo 2.2: Seja Aff(R) o grupo das transformagoes afins da reta
na reta, isto é, um subgrupo do grupo das bijecoes em R composto pelas
transformagoes lineares nao nulas (multiplicagdo por um nimero diferente
de 0) e translagoes. Um elemento g € Aff(R) depende de dois nimeros
reais a, b € R, assim, podemos escrever g = g, que age da seguinte forma:

Gap(x) = ax +b.
A composta de dois elementos deste grupo resulta em

9ap(Ge.a(z)) = gap(cx + d) = acx + ad + b = gacaa+6(T)

Tome, agora a aplicacao?

p: Aff(R) = GL(2,C)
Gab — (8 l17)

Novamente, um calculo elementar nos mostra que p, de fato, é uma repre-
sentacao do grupo Af f(R).

2Note que podemos tomar a aplicagio p com valores em G'L(n,R), ao invés de GL(n, C).
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Exercicio 2.1 Verifique que p definido acima é uma representacao do grupo
afim da reta.

Exemplo 2.3: Seja o grupo de permutacoes S,, agindo em C" da seguinta
maneira: Se {ej,es,...,e,} é a base candnica de C" entao dado m € S,
definimos a transformacao linear

p(r):C* — C»
€ 7 Cr()

Exercicio 2.2 Verifigue que a aplicagao

p: S, — GL(n,C)
T = p(r),

onde as transformagoes p(m) sao as transformagoes lineares definidas acima,
¢ uma representac¢ao do grupo S, (esta representa¢ao € demominada repre-
sentagao definidora de S, ).

Exercicio 2.3 FEscreva as matrizes da representacao definidora de Ss.

Antes de continuarmos com mais exemplos, vamos definir um espaco ve-
torial de extrema importancia para a teoria de representacoes de grupos, a
algebra de grupo.

Definigcao 2.2 Seja G um grupo finito. A dlgebra de grupo CG € o espago
vetorial das funcoes de G a valores nos nimeros complexos®. Neste espaco
vetorial, € introduzido um produto entre as funcoes, denominado produto de

convolucao:
Frgl) =Y fWely™z) =D f)g(2).

yeG Yyz=x

Exercicio 2.4 Mostre que este produto é associativo, isto €, (f * g) *xh =
f*(gx*h), para quaisquer f,g,h € CG.

Dentre as funcoes em CG, tomemos as funcoes caracteristicas 6, : G — C,
definidas como 6, (y) = d, 4, ou seja, 0,(y) =1lsex =y e d,(y) =0se x # y.

3 A estrutura de espaco vetorial neste espaco de funcdes é dada pela soma e multiplicacio
por escalar, ponto-a-ponto, isto é, (f + g)(z) = f(z) + g(z) e (Af)(z) = Af(x).
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Exercicio 2.5 Mostre que o conjunto {9, }.eq forma uma base para o espago
vetorial CG, sendo assim mboxdim(CG) = |G].

Exercicio 2.6 Mostre que 0, * 0, = 04y, para quaisquer x,y € G.

Exercicio 2.7 Mostre que a funcao 0. € a unidade nesta dlgebra, isto €,

O * [ = f*0. = f para todo f € CG.

a partir destas defini¢oes, podemos dar outros dois exemplos de repre-
sentagoes lineares de grupos:

Exemplo 2.4: Seja G um grupo finito, considere a aplicacao L : G —
GL(CG) definida como, L(x)d, = 6,,. E facil ver que L define uma repre-
sentagao linear de G:

L(@)(L(y)3.) = L(@)3,. = bye = L{xy)d..

Esta representacao é denominada representacao regular a esquerda.

Exemplo 2.5: Seja G um grupo finito, considere a aplicacao Ad : G —
GL(CG) definida como Ad,0, = 0,,—1. Novamente, é facilmente verificavel
que Ad é uma representacao linear do grupo G sobre CG, esta representagao
¢ denominada representagao adjunta.

Exercicio 2.8 Mostre que, de fato, Ad € representacao linear de G sobre
CG. mostre ainda que Ad, ¢ um morfismo de dlgebra para cada x € G, isto

é, Ad,(f xg) = Ad,f x Ad,g, para todos f,g € CG.

Exercicio 2.9 Construa as matrizes das representacoes reqular o esquerda
e adjunta do grupo Ss.

Vamos agora nos restringir a uma classe de representacoes que possuem
um carater geométrico, as representagoes unitarias. Primeiramente, precisa-
mos definir uma forma sesquilinear, ou hermitiana, em um espaco vetorial
complexo.

Definicao 2.3 Seja V um espago vetorial sobre o corpo dos complexos. Uma
forma sesquilinear em V € uma aplicacdo

(): VxV —=C
(v,w) = (v,w),

satisfazendo
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1. Para todos v,wi,wy € Ve X € C, temos (v, \wy + ws) = A v, w;) +
(v, ws).

2. Para todos v,w € V, temos (w,v) = (v, w).

3. Para todo v € V, temos que (v,v) > 0 e (v,v) = 0 se, e somente se,
v=0.

Um espaco vetorial munido de uma forma sesquilinear é chamado um espaco
vetorial hermitiano.

A existéncia de uma forma hermitiana em um espago vetorial introduz
neste espaco uma nocao de distancia dada pela norma de um vetor:

[o]] = v/ (v, v).

Podemos entao nos concentrar nas representacoes de um dado grupo que
sejam isometrias nestes espacos vetorias.

Definicao 2.4 Uma transformacdao unitdria em um espaco vetorial hermi-
tiano V € uma transformacao linear U : V — 'V tal que

(Uv,Uw) = (v,w), Yo,w e V.

Exercicio 2.10 Mostre que toda transformac¢ao unitdria U € uma bijecao
com a inversa dada pela hermitiana conjugada U™, definida como:

(Urv,w)y = (v, Uw).

Mostre, com isto, que o conjunto das transformacoes unitarias em um espaco
hermitiano mathbbV € um sub-grupo de GL(V), denotado por U(V).

Exercicio 2.11 Verifique que se V = C™ com a forma sesquilinear usual

n
(v, w) = Zviwh
i=1

entao o grupo das transformacoes unitdrias € isomorfo ao grupo das matrizes
unitarias n X n, U(n).

Definicao 2.5 Uma representacao unitaria de um grupo G é um homomor-
fismo entre o grupo G e o grupo U(V) para algum espago hermitiano V.
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Exercicio 2.12 Mostre que em uma representacio unitdaria u: G — U(V),
temos que u(g)* = u(g™').

Exercicio 2.13 Mostre que, dada uma representacao unitiria v : G —
U(V), os auto valores da transformagao linear u(g), para todo g € G sdao
raizes da unidade, isto é, A € C tais que existe n € N com \" = 1.

O préximo resultado nos mostrard que para o caso de grupos finitos, po-
demos, sem perda de generalidade, considerar apenas as suas representagoes
unitérias.

Teorema 2.1 Seja p : G — GL(V) uma representac¢ao de um grupo finito
G em um espaco hermitiano V. Entdo existe uma forma sesquilinear em V
que torna p uma representacao unitaria.

Demonstracgao: Defina a aplicacao
G“Ly: Vxv — C
(v,w) = (v, w)

como

(v, w) = {plg)v, plg)w).

geG

Note que esta soma s6 ¢ finita de o grupo G for finito. E facil ver que a nova
aplicagao ((,)) é uma forma sesquilinear (Verifique isto) e que para qualquer
h € G temos

(p(hyv, p(hyw) = (p(g)p(h)v, p(g)p(h)w) =

geG

= Y (plgh)v, plgh)w) =
geG

= Y (p(x)v, plr)w) =
zeG

= (v, w).

Logo, a representacao p é unitaria com relacao a esta nova forma sesquilinear.
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Exemplo 2.6: Nao apenas a prova deste teorema depende do fato de o
grupo ser finito, mas o préprio resulltado depende deste fato também. Por
exemplo, considere G = Z e p(n) = a" para algum a € C*. Esta repre-
sentacao sé é unitdria se |a| = 1, com relagdo a tunica forma sesquilinear
possivel em C: (z,w) = Zw.

Definicao 2.6 Duas representagoes unitdrias u : G — U(V) ev : G —
U(W) sdo ditas unitariamente equivalentes se existe uma transformacdo unitdria®
T:V =W tal que v(g) = Tu(g)T* para todos os elementos g € G.

Vamos nos ocupar apenas com a classificacao de classes de representacoes
unitariamente equivalentes de um dado grupo G.

Finalmente chegamos a uma questao importante: Sera que existem repre-
sentacoes fundamentais de forma que todas as outras pudessem ser geradas
a partir destas? Estamos a procura de “atomos de representagoes”, que fun-
cionem da mesma maneira que os nimeros primos para os nimeros inteiros.
Estas representagoes recebem um nome importante e desempenham um papel
central na teoria de representacoes, sao as representacoes irredutiveis.

2.2 Representacoes Irredutiveis

Uma representagao unitaria v de um grupo G em um espago V pode deixar
sub-espagos invariantes, isto é, sub-espagos vetoriais W C V tais que u(g)w €
W para todo g € G e todo w € W. A proposicao a seguir nos mostra que se
temos um sub-espaco invariante por uma representacao unitaria define outro
sub-espaco invariante complementar a este.

Proposicao 2.1 Seja u : G — U(V) uma representacao unitdiria e W C
V um sub-espaco invariante por esta representacao. Entao o complemento
ortogonal

W+ = {v e V|{(v,w) =0, Yw € W}

¢ também um sub-espaco invariante por u.
Demonstragao: Sejam g € G, v € Wt e w € W, entdo

(u(g)v, w) = (v, u(g)"w) = (v, ulg " )w) =0

4Portanto um isomorfismo.
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pois u(g~!) € W, assim u(g)v € W+, [ |

Portanto, dada uma representacao unitaria em um espaco vetorial, po-
demos decompor este espago em somas diretas de sub-espacos invariantes e
continuar esta decomposi¢ao até que nao seja mais possivel encontrar sub-
espagos invariantes, assim teremos as representacoes irredutiveis.

Definicao 2.7 Uma representacio p : G — GL(V) é dita ser irredutivel se
0s Unicos sub-espagos invariantes sao {0} e V.

Por outro lado, dadas duas representagoes unitarias p : G — U(V) e
n: G — U(W), podemos definir uma nova representagao no espago vetorial
soma direta V & W unitaria com respeito a nova forma sesquilinear

((v1,w1), (v1,w2)) = (v1,v2) + (w1, wa). (2.1)

Esta nova representacao, p @ n: g — U(V @ W) é dada por

p ©n(g)(v, w) = (p(g)v,n(g)w). (2.2)

Assim, conhecendo-se as representacoes irredutiveis, poderemos construir as
demais representacoes através de somas diretas. Assim que demonstrarmos
que todas as representacoes de dimensao finita de um grupo finito G po-
dem ser obtidas desta maneira teremos mostrado que as representagoes irre-
dutiveis (daqui para frente, chamadas simplesmente de irreps) sao os consti-
tuintes basicos da teoria de representagoes. Vamos denotar por Go conjunto
das classes de equivaléncia das irreps unitarias do grupo G.

Exercicio 2.14 Mostre que a forma (2.1) é realmente uma forma sesqui-
linear no espago soma direta e que a aplicagao (2.2) é, de fato uma repre-
sentacao unitdria com respeito a esta forma.

Teorema 2.2 Toda representa¢do unitdria de dimensdo finita de um grupo
finito pode ser decomposta como soma direta de irreps.

Demonstragao: Vamos demonstrar por inducao sobre a dimensao de
V. Se dimV = 1, os tinicos sub-espacos vetoriais possiveis sao o sub-espaco
nulo e o espaco inteiro. Logo, toda representacao de G sobre V ¢ irredutivel.
Suponha que toda representacao de GG sobre V seja decomposta como soma
direta de irreps para 1 < dimV < n e considere V um espacgo vetorial de
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dimensao n. Ou esta representagao ¢ uma irrep, o que resulta na conclusao
do teorema ou existe um sub-espaco invariante W C V diferente do espaco
nulo e do espaco todo. Assim, o sub-espaco W' também ¢é invariante e
podemos escrever

V=wWaW.

Por sua vez, estes dois espacos, W e W+ sdo espacos de dimensao menor que
n, que por hipdtese, ambos podem ser decompostos como somas diretas de
irreps, o que nos leva a conclusao do teorema. |

Os préximos dois resultados mostrarao relagoes que existem entre dife-
rentes irreps.

Teorema 2.3 (Lema de Schur, primeira formulag¢ao) Seja p : G — U(V)
uma irrep e seja A € L(V) tal que

Aplg) =plg).A,  Vgei.
Entdio A = M, onde I € a transformacao linear identidade em V.

Demonstragao: Podemos supor, sem perda de generalidade que A* = A,
ou seja que A é auto-adjunto. Isto se deve ao fato que todo operador linear
em V pode ser decomposto da seguinte forma:

A=B+iC = <A+A)+¢(A_.A )
2 21

sendo ambos, B e C, auto-adjuntos. Seja A um auto-valor nao nulo de A
(se todos os auto-valores de A sdo iguais a 0, entdo j& terémos provado o
resultado, pois A = 0.1) e v € V um auto-vetor associado a A, entao

(A= AD)p(g)v = p(g)(A = Yo = 0.

Portanto p(g)v é auto vetor de A com auto-valor A para qualquer g € G.
Como A # 0, temos que o sub-espaco dos auto-vetores com auto-valor A é in-
variante pela representagao. Como estamos supondo A # 0 temos que todo o
espaco V é de auto-vetores de A com auto-valor A\. Assim A = AI. |
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Teorema 2.4 (Lema de Schur, sequnda formulag¢ao) Sejam p : G — U(V)
en:G— UW) duas irreps e T : V — W uma transformacao linear tal que

n(g). T =T.p(g), Vgeq.

Entao T =0 ouT € um isomorfismo.

Demonstragao: Considere o sub-espago ker(7') C V, para qualquer
g € G, e qualquer v € ker(7T), temos

T.p(g)v =n(g).Tv=0.

Portanto p(g)v € ker(T'), ou seja, este é um sub-espaco invariante pela irrep
p, portanto ker(T) = V, que implica T = 0, ou ker(T') = {0}, o que implica
que T é injetiva. Considere agora o sub-espaco Im(7) C W, este é um
sub-espaco invariante por 7n:

n(g)-Tv="T.p(g)v € Im(T)

Se T =0, entao Im(T") = {0}, se T ¢ injetiva, entdo a unica possibilidade é
que Im(7") = W e portanto também é sobrejetiva, o que implica que 7" é um
isomorfismo. |

Corolario 2.1 Todas as irreps de um grupo abeliano sao unidimensionais.

Demonstracao: Seja p : G — U(V) uma ireep unitdria, com G sendo
um grupo abeliano. Para todo elemento h € G temos

p(h)p(g) = p(g)p(h),  VgeG.

Assim, de acordo com a primeira forma do lema de Schur, cada p(g) é um
multiplo da identidade, assim todo sub-espago unidimensional de V é invari-

ante. Sendo assim, a representagao p somente serd irredutivel se dim(V) = 1.
B

2.3 Caracteres e Grupo Dual

No que se segue, estudaremos com mais detalhes apenas as representacoes
unitarias irredutiveis dos grupos abelianos finitos. Vimos como conseqiiéncia
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do Lema de Schur que as irreps de um grupo abeliano sao unidimensionais,
assim, uma irrep de um grupo abeliano G é um homomorfismo de grupos

x: G — GL(1,0),

ou ainda, é uma funcao

x:G— C~,

onde C* é o conjunto dos elementos invertiveis de C (que sdo os nimeros
complexos nao nulos, pois C é um corpo), satisfazendo

x(9)x(h) = x(gh).

Restringindo um pouco mais, a condicao de a irrep ser unitaria nos garante
que a funcao toma valores na circunferéncia unitaria,

S'—{zeC| |=1},
ou seja, |x(g)| = 1 para todo elemento g € G.

Definicao 2.8 Uma representacao unitdria unidimensional de um grupo é
denominada um caracter do grupo.

Proposicao 2.2 Qualquer caracter de um grupo finito G, abeliano ou nao

abeliano, associa a cada elemento g € G uma raiz n-ésima da unidade, onde
n=|G|.

Demonstracao: Como foi mostrado no capitulo primeiro, todo elemento
g de um grupo finito GG, com exatamente n elementos satisfaz ¢g" = e. Seja
X : G — S! um caracter do grupo G, entao

0 que prova nossa afirmacao. ]

Como para um grupo abeliano todas as irreps sao caracteres, entao o
conjunto G € igual ao conjunto dos seus caracteres. O préximo resultado nos
mostrara que o conjunto dos caracteres ¢ também um grupo abeliano. Para
a sua demonstracao utilizaremos um outro teorema estrutural sobre grupo
abelianos finitos, o qual faremos menc¢ao, mas nao o demosntraremos, por
envolver ainda alguns outros conteidos que nao serao menciionados aqui:
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Teorema 2.5 Todo grupo abeliano finito é isomorfo ao produto direto de
grupos ciclicos.

Teorema 2.6 Seja G um grupo abeliano finito, entao G também é um grupo
abeliano de mesma ordem.

Demonstracgao: Sejam y,§& € CAJ, vamos mostrar que a funcao produto
x& também é um caracter. De fato,

(x&)(gh) = x(gh)&(gh) = x(g)x(h)&(g)E(h) =
= x(9)&(@)x(R)§(h) = (xE)(9) (X&) (h).

A associatividade do produto decorre facilmente da associatividade do pro-
duto em C. O elemento neutro deste grupo é o caracter identicamente igual a
1, isto é, 1(g) = 1 para todo elemento g € G. Finalmente, dado um caracter

x € G, o seu inverso sera o caracter Y ! que opera como

A verificagao de que realmente este é o inverso ¢é direta:

(xx ")(9) = x(9)x " (9) = x(9)x(9) =1 =1(g).

Com isto, temos que G é um grupo. O produto ponto a ponto entre fungoes
nos garante que este grupo € abeliano.

Para verificarmos a ordem do grupo G, consideremos primeiramente o
caso em que G é um grupo ciclico:

G ={a,a*d® ... a" 'a" = e}.

Neste caso, conhecendo-se o valor do caracter aplicado ao elemento a, po-
demos conhecer o valor deste caracter aplicado a qualquer outro elemento
do grupo, em outras palavras, o caracter esta unicamente determinado pelo
seu valor no elemento a. Como um caracter somente pode mandar este
elemento em uma raiz n-ésima da unidade, conforme demonstrado anterior-
mente, entdo temos n possibilidades distintas para caracteres de G, o que
implica que |G| = |G| = n.

Se GG nao ¢ ciclico, podemos utilizar o resultado que G ¢ isomorfo a
um produto direto de grupos ciclicos, isto é equivalente a dizer que existem
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elementos ai, as, ..., a, e nimeros inteiros positivos ny, ng, ..., n,, todos
maiores que 1 tais que

al* =ayt =---=a

e de forma que todo elemento de G pode ser escrito como

_ k1 ke k
g_al .a2 ...arr7
com 0 < k; <m;ei=1,...,r (Verifique que n = ny.ns..... n,). Um ca-
racter do grupo G vai poder associar a cada gerador a; uma n;-ésima raiz
da unidade. Portanto, teremos nq.ns..... n, = n possibilidades de caracteres
distintos, o que nos leva a concluir que |G| = |G| = n. |

Exercicio 2.15 Dado um grupo abeliano finito G e um elemento g # e,
verifique que existe um caracter x € G tal que x(g) # 1.

Definicao 2.9 Dado G um grupo abeliano finito, o grupo @, dos caracteres
de G, € denominado grupo dual de Pontryagyn de G.

Os ultimos resultados deste capitulo sao concernentes a relacoes aritméticas
obedecidas pelos caracteres de um grupo finito

Teorema 2.7 Seja G um grupo finito e G seu grupo dual. Entdo

|G|, se x =1,

(i) 2 4ecX(9) :{ 0, se y£1

(i) Teoxto = { o7 % 00

Demonstracdo: (i) E fdcil ver que se y = 1 entéo > gecX(g) = |G,
pois 1(g) = 1 para todo g € G. Agora, seja x # 1, entao existe h € G tal
que x(h) # 1, assim

X(0)> x(g) =D x(h)x(9) =D x(9).

geG gelG geG

Como x(h) # 1, temos que ter }_ ., x(g) = 0.
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(ii) Novamente, é facil ver que se g = e, teremos . 5 x(g9) = |G|, pois
x(e) = 1 para todo caracter x € GG. Agora, assuma que g # e, entao existe
um caracter £ € G tal que {(g) # 1, assim

£9) Y x(9) =D _&axle) =D ()9 =D x(9).

xe@ xe@ xeG xe@G

E novamente, como §(e) # 1, temos que >, & x(g) = 0. [ |

Exercicio 2.16 Mostre as sequintes identidades envolvendo os caracteres de
um grupo abeliano finito G:

(i) degé(g)x(g)Z{ ’0(,;" iZ >§<:7é€£

(ii) erax(g)m:{ E,G” o gg:#hf;

Agora estamos com as informacoes suficientes sobre representacoes de
grupo para que possamos demonstrar o teorema de Dirichlet, o que faremos
no capitulo seguinte.



Capitulo 3

O Teorema de Dirichlet

Neste capitulo, demonstraremos o famoso teorema de Dirichlet que pode ser
enunciado da seguinte maneira:

Teorema 3.1 (Dirichlet) Se mdc(a,r) = 1, entdo a progressao aritmética
a + nr contém uma quantidade infinita de numeros primos.

De fato, pode-se demonstrar além e medirmos o comportamento assintético
da funcao distribuicao dos nimeros primos na progressao aritmética.

Teorema 3.2 (Siegel-Walfisz-Paige) O nimero w(z;a,r) de primos p < x
na seqiiéncia aritmética a+nr, para cada um dos ¢(r) nimeros a menores ou
iguais a T primos com r € assintoticamente independente de a, e m(x;a,r) ~
x/(e(r)Inx).

Vamos iniciar mostrando alguns casos particulares deste resultado para
podermos depois nos dedicar as técnicas necessarias para a demonstracao do
primeiro teorema. Este resultado e muitos outros relacionados, como o teo-
rema dos ntmeros primos, de Haddamard e De La Valée Pousin, fazem parte
de um ramo da matematica conhecido como teoria analitica dos nimeros,
que utiliza técnicas de analise matematica como séries de poténcias e funcoes
analiticas complexas para a resolucao de problemas de teoria de nimeros.

3.1 Alguns Pesultados Particulares

Nesta secao vamos demonstrar dois resultados sobre primos em progressoes
aritméticas, a saber, que existem infinitos primos da forma 4k + 3 e infinitos
primos da forma 4k + 1.

40
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Teorema 3.3 FExistem infinitos primos da forma 4k + 3.

Demonstracao: Suponha que os numeros 3, 7, ..., p, seja a lista com-
pleta dos ntimeros primos da forma 4k + 1 e crie o niimero

N =437 .p,— 1.

Este nimero é da forma 4k 4+ 1 e é maior que qualquer um dos primos da
lista, logo N nao é primo. Entao, NV é o produto de primos impares

N=q.q....q,

dos quais, algum deles tem que ser da forma 4k + 3, pois se fossem todos
primos da forma 4k + 1, entao N também o seria. Seja ¢; um desses primos
da forma 4k + 3 que sao divisores de N, entao ¢; nao pode ser divisor de
N + 1, mas todos os primos da forma 4k + 3 sao divisores de N + 1, pois

N+1=437.....p.

Desta contradigao, podemos concluir o resultado. |

O préximo resultado possui uma demonstragdoa um pouco mais elaborada.
Teorema 3.4 FExistem infinitos numeros da forma 4k + 1.

Demonstracao: Suponha que os numeros 5, 13, 17, ..., p, seja a lista
completa de primos da forma 4k + 1. Defina N como sendo o nimero

N =5.13.17....pn,

e considere o nimero N2+ 1. Esta ntimero nao é primo, pois é par, e nenhum
ntmero primo da lista dos primos da forma 4k + 1 dividem N2 4 1 pois sao
divisores de N2. Assim, somente restam primos da forma 4k + 3 para serem
divisores do ntimero N? + 1, mas isto significa que

N? = —1(modp).
Isto contraria um resultado importante em teoria de ntimeros que diz que a
equacao

7 = —1(modp),
para p primo tem sougdo se, e somente se p = 1(mod4). Assim temos o
resultado. |

Para generalizarmos o resultado da infinitude de primos da forma a + nr
para mdc(a,r) = 1 temos que introduzir novas técnicas oriundas da andlise
matematica, é o que faremos na proxima secao.
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3.2 Séries de Dirichlet

Dada uma funcdo aritmética f : Z5 — C (veja o apéndice A para mais
detalhes sobre fungoes aritméticas) podemos associar a esta fun¢ao uma série
infinita,

if(n s e C.

ns ’
n=1

Esta série é denominada série de Dirichlet de f.

Proposicao 3.1 Se f é uma fun¢ao aritmética limitada, entio L(f,s) con-
verge absolutamente para R(s) > 1, onde R(s) € a parte real do nimero
complexo s.

Demonstragao: Escreva s = = + iy, e seja M > 0 tal que |[f(n)| < M
para todo entao

| f() M
20| e S
S Z|nx||ezlnn -
- ouy L
n=1 ne

Sabemos que a série da tultima linha somente converge somente para x > 1,
ou seja, para R(s) > 1, portanto, temos a convergéncia absoluta da série
L(f,s) para R(s) > 1. |

Entao, para os valores de s € C para os quais a série L(f,s) convergem,
podemos definir uma nova funcao L(f) : D — C, onde

D = {s € C|R(s) > 1},

associando a cada s € D o valor da série L(f,s), esta é a fungdo L de
Dirichlet. Esta funcao é continua pois pode ser pensada como o limite de
uma seqiiéncia de funcoes que corresponde as somas parciais da série. Como
a convergencia é absoluta ponto a ponto na série, entao, pelo teste M, de
Weierstrass, podemos garantir que a convergéncia das fungoes é uniforme
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no dominio, portanto, a fungdo L(f) é continua. Note que para a fungao
aritmética Ny(n) = n® = 1, a fungao L de Dirichlet, resulta em

NO) Zni:

que ¢é a funcao zeta de Riemann.

Uma propriedade interessante das funcoes L de Dirichlet é que o produto
de duas fungoes L, associadas a duas fungoes aritméticas é igual a funcao L
do produto de convolugao entre as fungoes (veja no apéndice A a definigao
de produto de convolugao de duas fungoes aritméticas).

Proposicao 3.2 Sejam f,g : Z, — C duas fungoes aritméticas e L(f) e
L(g) suas respectivas fungoes L de Dirichlet, entao

L(f,8)L(g,s) = L(f * g, 5).

Demonstracgao: Esta verificagao pode ser feita por calculo direto.

L) g 9) = (Z fﬁ?) (Z %) -

a3

:sz|n<>(>:

ns
n=1

_ e _

n=1

= L(f=xg,s) u

Para a demonstragao do teorema da infinitude de nimeros primos na
progresssao aritmética a + nr com mdc(a,r) = 1, Dirichlet construiu fungoes
L associadas a novas funcoes aritméticas definidas a partir de caracteres

de grupos abelianos'. Mais precisamente, considere o grupo multiplicativo

'E claro que o préprio Dirichlet ndo possuia esta nomenclatura, que foi inventada a
partir do seu trabalho. Estamos nestas notas tentando explicitar a relagao deste teorema
com representacoes de grupo e nao tentando reconstruir a sua trajetoria histérica.
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dos elementos invertiveis em Z,, ja sabemos que este grupo é formado pelas
classes dos niimeros que sao primos com r, e portanto é um grupo abelianno
que possui ¢(r) elementos, no capitulo 1 denotamos este grupo por Z>. Do
capitulo 2, sabemos que o grupo abeliano dual, Z}, consistindo dos caracteres
do grupo Z*, possui a mesma ordem que o grupo, portanto, existem ¢(r)
diferentes caracteres existentes. Para cada caracter y € Z}, defina a fungao

aritmética x : Z7 — C como

oy ={ 300 e

Exercicio 3.1 Verifigue que a funcao aritmética x, definida acima é to-
talmente multiplicativa, isto €, x(mn) = x(m)x(n) para quaisquer inteiros
POsitivos m e mn.

Como esta fungao aritmética é limitada, portanto a funcao L de Dirichlet,
L(x, s) ¢ uma fungdo bem definida para todo s € C tal que R(s) > 1. O
fato das fungoes y serem totalmente multiplicativas nos garante o seguinte
resultado, extremamente importante para o seu uso em teoria de ntimeros.

Teorema 3.5 Para R(s) > 1, a fungdo L de Dirichlet de x satisfaz a se-
gquinte igualdade:
-1
X\P
o= I (1-22)
p Primo p

Demonstracao: Antes de verificarmos explicitamente os calculos, note
que, como Y é totalmente multiplicativa, entdo x(p") = x(p))", para qual-
quer primo p. Considere agora um nimero primo P, vamos calcular o produto
para todos os primos p < P

1) - -

p<P i p<P
2
- T+ D)
<P p p
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onde S é o conjunto dos niimeros inteiros positivos que nao possuem fatores
primos maiores que P. Conseqilientemente,

Lix.s) - |] (1_M)_1 _ ¢ x(m)

s s
p n
p<P neT

onde T é o complementar de S nos nimeros inteiros positivos, ou seja, é o
conjunto dos nimeros inteiros positivos cujos fatores primos sao estritamente
maiores que P, em particular, isto implica que a soma se inicia em um nimero
n > P. Finalmente, denotando s = x + 7y, com x > 1

n n n 1 1
ZXT(LS) < ZT |>|<7is|)| :ZT |X7(ﬂ)| _ Zﬁ < —

neTl neTl n>P

Como sabemos que a série
o

1

ne
n=1

converge para x > 1 ,entao temos que

lim — =0.

O que resulta em

que equivale ao resultado. [ |

Teorema 3.6 Seja xo = 1;x o caracter que associa a todo elemento de Z;
o nimero 1. Entao, para R(s) > 1 temos

s =TT (1- ) ¢t

plr

onde o produto € tomado sobre os fatores primos de r, e

oo

()= —

n=1

¢ a funcao zeta de Riemann.
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Demonstracgao: Pelo teorema anterior demonstramos que

Lixo,s) = ][ (1 - XO—@)_I.

; p?
pprimo

No entanto, xo(p) = 1, exceto quando p|r, neste caso xo(p) = 0, entao

(o) = I (1—]%)_1:H<1—§)_1'H(l—é)_l=

pprimo plr pir
SI(-) T -
SH() e

Como o produtério do lado direito da igualdade é de um numero finito de
fatores (pois r possui apenas uma quantidade finita de fatores primos), entao
pode ser invertida. Com isto, obtemos o resultado. [ |

Para os préximos teoremas, vamos necessitar de alguns resultados analiticos
a respeito da funcao zeta, cuja demonstragao fugiria ao escopo destas notas,
para mais detalhes consulte as referéncias [5][6].

Teorema 3.7 Para R(s) > 0 a fungdo zeta € analitica, exceto no polo de
primeira ordem s =1 com residuo a_y = 1, e possui representa¢ao

1 -
C(s) = +1—s/1 xxsﬁjdx,

s—1
onde |x] € o valor da fun¢do maior inteiro de x. O
Corolario 3.1 lim, (s — 1)((s) = 1. O

Como conseqiiéncias do teorema 3.6 e do corolario 3.1, podemos obter o
seguinte resultado para L(xo, s):

Corolario 3.2 lim, (s — 1)L(x0, s) = 222,

T
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Demonstracgao: Utilizando o teorema 3.6 e o corolario 3.1, temos

lim(s —1)L(xo,s) = lim(s —1)((s) gl (1 - pi> -
6

Na ultima igualdade, utilizamos a expressao para a funcao totiente de Euler
obtida no exemplo A.3 do apéndice A. ]

Corolario 3.3 A funcdao L(xo,s) admite extensao para todo plano complexo
como uma fungao meromorfa com polo simples em s = 1 cujo residuo é @.

Demonstracgao: Esta é uma combinacao dos resultados do corolério 3.2
e do teorema 3.7. [ |

Vale a pena ressaltar que o coroldrio acima nos diz que a fun¢ao L(xo, $)
pode ser escrita da seguinte forma:

/r oo
L(xo,8) = + z:cZ s—1) (3.1)
1=0

onde a série infinita é convergente para todo s € C.

Vamos analisar, agora, a convergéncia das fungoes L(y, s) para x # Xo-
Neste caso, veremos que a representagao da func¢ao L(, s) como série é vélida
para todos os pontos s, do plano complexo tais que R(s) > 0.

Lema 3.1 Para x # xo temos a sequinte desigualdade

para | < m nimeros inteiros positivos.

Demonstracao: Lembremo-nos da relagao de ortogonalidade demons-
trada no teorema 2.7,

ZX {‘G| S€ X = Xo
se X # Xo-

geqG ’
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assim, se xy € Z* é um caracter tal que x # xo, entao

n+r
Y ox(m)= > x([n) =o.
n=1 [n]€ZX
Agora, se m =1+ qr + k, com 0 < k < r, teremos
m I+qr m m
doxm)=> xm+ > xm)= > x(n)
n=I[+1 n=Il+1 n=Il+qr+1 n=Il+qr+1
e portanto
doxm)| < ) k< ) ()l =¢(r). =
n=I[+1 n=Il+1 [n)ez)

~ , . x(n)
Teorema 3.8 Se x # xo, entdo a série ), _, 00 n*

converge para R(s) > 0.
Demonstragao: Vamos mostrar que a seqiiéncia das somas parciais
N
3 x(n)
ns ’
n=1 Nez,

¢ de Cauchy. Sejam 1 < wu < v, com u,v € Z*_ e defina

S(@)= Y x(n).

1<n<zx
Assim
S Ay S =S
u<n<v n u<n<v n®
v—1
B 1 1 Sw) Su—-1)
N ;;S(n) (ns (n+ 1)5) + Vs us N
v—1 n+1
de  Sv) S(u-—1)
= 2;%‘S<NJS!/£ $s+1 %_ V8 B us =

v—1

S/T“rl S(x)dx N S)  S(u-1)

strl VS us

n=u

_ S/” S(x)dx N S(v)  S(u-— 1).

strl Vs us
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Do lema anterior, sabemos que |S(u)| < ¢(r), para qualquer u € Z7 . E facil
ver que o modulo da integral
Y sS(x)dx
u rstl 7

satisfaz a desigualdade

Y sS(x)dx
u xs—i—l

IA

o
S
=
N
—_
|

—_
N——

IN

R(s) \uls) i)
|s[p(r) 1
<
— R(s) ule)

Assim, podemos ver que

S X)) X))
) . |u5|§;?;}) L[S, |S=1)
— R(s) ) v* ‘ u® ' =

(3.2)

Entao, para s fixo com R(s) > 0 e dado qualquer € > 0 é possivel encontrar
Ny € Z7 tal que para quaisquer Ny < u < v tenhamos

x(n) = x(0)

ns ns
n=1 n=1

Portanto, a seqiiéncia de somas parciais é de Cauchy, o que garante a con-
vergéncia da série. [

Isto nos permite concluir que a fungao L(x,s) converge uniformemente
em cada dominio compacto no semi-plano complexo R(s) > 0, em particular,
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esta funcao é continua em todo este semi-plano?, em particular, temos o

resultado que iremos precisar mais tarde na demonstracao do Teorema 3.1:
lim L(x, s) = L(x, 1).

Vamos, finalmente, passar a demonstragao do teorema de Dirichlet:
Demonstracao do Teorema 3.1: Seja x € Z* e considere, para R(s) >
1 a funcao

Ln(L(x,s)) = — Z Ln(
pprimo
onde, na ultima igualdade ja utilizamos o fato de que a funcao y é totalmente
multiplicativa. A convergéncia absoluta dastas somas estd garantida para
R(s) > 1, assim, podemos ainda inverter a ordem das somas e escrever

Zmes > X ko)

m=1 pprimo pprimo

Y

-y

mpms
pprimo m=1

Ln

Pode-se verificar facilmente que esta ultima funcao,

SIDIE

m=2 pprimo

Y

mms

¢ limitada para R(s) > 1: Considere s = x 4 iy com x > 1, entao

[R(x; 5)]

>y

mms

m=2 pprlmo

< Y Y Ml

pprimo m=2

< szpmg—ZZm:
pprimo m=2 ppIimo =2
1 ] h 1
Ry R I e
2 sprimo 727 (1= 35) % im0 P (1= 27)
PPHIMO prlmo
= Z <i : =——1< 1.

ppI‘ll’IlO

2De fato, esta funcio é analitica em todo o plano complexo.
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Lembrando que queremos analisar a quantidade de primos na progressao
aritmética a + nr com mdc(a, ) = 1, vamos considerar a soma

X(s)= ) x(a)Ln(L(x.s)),

XEZy

para entdo estudarmos o limite lim,_,1+ X (s).
Esta soma pode ser vista de dois modos diferentes: De um lado, temos
que
X(s) = In (L(xo0,9)) + Y x(a)lm (L(x, ),
XFX0
Utilizando a expressao escrita em (3.1), podemos dizer que o primeiro termo
desta soma ¢é essencialmente igual a

HER R

mais um termo limitado em um compacto ao redor de s = 1. O segundo
termo da expressao de X(s) é uma fun¢do continua em s e que tem como

limite
lim 37 X@n (L. 5)) = 3 ¥l (L(x. 1)
XFX0 X7FX0
Assim,
lim X(s) = — lim In(z — 1) = +oc. (3.3)
s—1t z—1t

Por outro lado, temos que

X(s) = Y x(a@)Ln(L(x.s)) =

= > x(@) ngf) +R0s) | =
x€ZX pprimo
- é > x(@)x(p) | + f(x. ).

pprimo YELL
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Na expressao acima, podemos verificar que o termo f(yx, s) é limitado para
R(s) > 1, pois

FOGs) =D x(@R(x,s)| < D Ix(a)] < e(r).

—

XEZLY XEZY

Devido a relacao de ortogonalidade entre os caracteres irredutiveis de um

grupo,
—— oy ) IGl, se g=h
X

podemos deduzir que

> x(a)x(p) = { g(r)’ se p = a(modr)

— se p# a(modr) °
XELY

Assim, teremos

X = Y L4t (3.4)

p=a(modr)

eno limite s — 17, teremos a soma dos inversos dos primos p = a(modr) mais
um termo limitado. Se houvesse apenas uma quantidade finita de nimeros
primos nesta seqiiéncia aritmética, isto levaria a uma contradicao, pois de
um lado obterfamos um limite infinito (3.3), por outro lado, obteriamos um
limite finito da expressao (3.4). Isto prova que existem infinitos primos na
progressao aritmética a + nr. [ |

Note que o resultado importante da teoria de representagoes que foi 1itil na
demonstracao deste teorema foi a relacao de ortogonalidade entre os caracte-
res, que permitiu selecionarmos na série dos inversos das poténcias dos primos
apenas os primos que pertenciam a progressao aritmética dada, este passo foi
crucial para a demonstracao do teorema. a teoria de representacoes de gru-
pos possui uma diversa gama de aplicagoes em diversas areas da matematica.
Introduzimos a teoria de representagoes com uma aplicacao a teoria analitica
de ntmeros deviso ao apelo intuitivo do problema, a facil compreensao do
seu enunciado e a beleza envolvida em sua demonstracao, devido a mistura
de técnicas oriundas de diversas areas. Esperamos que esta motivagao inicial
tenha sido de grande valia para que vocé continue a se interessar por esta
fascinante area da matematica.



Apeéendice A
Anel das Funcoes Aritméticas

Neste pequeno apéndice, vamos apresentar algumas propriedades do anel das
fungoes aritméticas.

Definicao A.1 Uma fungao aritmética é uma fungdo f : 2% — C.

Teorema A.1 O conjunto de todas as fungoes aritméticas pode ser munido
com a estrutura de anel comutativo com unidade, com a soma de funcoes
ponto a ponto e o produto de convolucao dado por

(f +g)m) =D f(d)g (%)

dln

Demonstracao: As propriedades comutativa e associativa da soma sao
facilmente verificadas. O elemento nulo no anel é a funcao identicamente
nula e o inverso aditivo de f é a fungao — f, definida como (—f)(n) = —f(n).
Verifique a distributividade do produto em relacao a soma.

A comutatividade da multiplicacao também pode ser facilmente obtida:

(Fram) = 3 sl () =

dn

= 2i(C)et=
eln
= Y o@r (%) =g N

dn

53
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A unidade deste anel é dada pela funcao d; que satisfaz a relacao 6;(n) =
61 n-

(61 % f)(n 251 (Z) = dzfsl,df (g) =f (%) = f(n).

dln

Para verificarmos a associatividade do produto, precisamos escrevé-lo de
um outro modo mais apropriado:

(frg)n) =D > dunf(k)g(l)

kELX €LY,

Escrevendo desta maneira, podemos ver que

(frg)xh)(n) = > Sunlf*g)(k)h(l) =

kezZ? lezy
keZy ez PELY qELY

Y Y G f @)@

pELY, qE€LY 1LY,

Por outro lado

(fx(gxm)n) = D > Sunf(p)g*h)(k) =

pEZLY, keLY
= E E 5pknf E E 5qlkg =
pELY ke qELY 1LY,

= > > SanfPa(@)h(l).

PEL, qELY IELY,

Da igualdade entre estas duas expessoes, temos a associatividade do produto
de convolugao. |

O subconjunto das fungdes aritméticas que satisfazem f(1) # 0 forma um
grupo abeliano com respeito ao produto de convolugao. J& demonstramos
que o produto de convolugao é associativo e a unidade no anel de funcoes
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aritméticas d; é uma funcao que nao se anula em n = 1. Entao, somente
nos resta mostrar que dada uma fungao aritmética f tal que f(1) # 0 possui
inverso multiplicativo. Se ¢ for a funcao inversa multiplicativa de f, entao

(g f)(n) = 61(n) = 01

Assim

(=) =9 f)=1 = g(1)=——=.

Supondo, por inducao, que conhegamos todos os valores de g(k) para 1 <
k < n, podemos calcular

(9% D) =D 9(d)f () =9 f) + 3 9@ (5) = 0.

dn 1<d|n

Portanto,

a(n) = — 575y > g(d) ( )

1<d|n

Com isto, demonstramos que é possivel calcular os valores da funcao inverso
multiplicativo de f para todos os nimeros inteiros positivos.

Uma outra classe importante de funcoes aritméticas sao as fungoes mul-
tiplicativas.

Definicao A.2 Uma funcao aritmética f € dita ser multiplicativa se, para
todo par de nimeros inteiros positivos m en tais que mde(m,n) = 1, tivermos
que f(mn) = f(m)f(n). Uma fungao € dita ser completamente multiplicativa
se, para quaisquer niumeros inteiros positivos m e n, tivermos que f(mn) =

f(m)f(n).

Proposicao A.1 O produto de convolugao de duas fungoes multiplicativas
¢ uma funcao multiplicativa.

Demonstracao: Sejam f e g duas func¢oes multiplicativas e m e n dois
inteiros positivos primos entre si. Se mdc(m,n) = 1 e d|m e e|n, entdo
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mdc(d, e) = 1 (Verifique isto). Portanto

(frg)mn) = 3 fldg () =

djmn
- S ()
klm,in
= > ffwe(5)9(3) =
k|m, U
= (X rwe () | (X rwa(F) | =
klm IIn
= (fxg)(m)(f xg)(n).
O que nos mostra o resultado desejado. |

Vamos dar alguns exemplos de fungoes aritméticas importantes para a
teoria de ntimeros.

Exemplo A.1: A func¢ao nimero de divisores de um nimero inteiro posi-
tivo, 7(n). E facil ver que esta funcdo é multiplicativa, pois se mdc(m,n) =1,
para cada divisor d|m, se fizermos o produto de d por cada divisor de n, te-
remos um divisor de mn, assim o nimero de divisores de mn ¢ igual ao
produto do nimero de divisores de m pelo niimero de divisores de n, ou seja
T(mn) = 7(m)71(n).

Para calcularmos explicitamente o valor 7(n), é preciso primeiramente
considerarmos os valores desta funcao em poténcias de primos, posi qual-
quer nimero inteiro positivo pode ser decomposto de forma tinica em fatoras
primos,

Como mdc(pfi, p?j) = 1 para qualquer par 7 # j, temos que

7(n) = T(plfl)T(p];Q) CT(pkn).

Para calcularmos T(pfi>, temos que verificar quais sao os divisores de pfi, que
sao: 1, p1, p3, ..., pfi, logo, temos (k; + 1) divisores distintos. Portanto,

7(n) = (ki + 1) (ks + 1) ... (ky + 1).
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Exemplo A.2: A funcao soma dos divisores de um nimero inteiro posi-
tivo, o(n). Também podemos facilmente ver que esta fun¢ao é mutltiplica-
tiva: Se mdc(m,n) = 1, para cada divisor d|m, se multiplicarmos d por cada
divisor de n, temos um divisor de mn, como so divisores de m e de n nao
possuem divisores em comum, nao haverda dois destes produtos que sejam
iguais. Assim, a soma dos divisores de mn serd a soma de todos os produtos
arbitrarios de divisores de m por divisores de n

o(mn) = Z Z d.e = Zd Z e| =a(m)o(n).

dlm eln dm eln

Novamente, para calcularmos os valores o(n), precisamos saber somente
os valores o(p*), para p primo, que sdo facilmente calculados como

k1
k 2 ko (T —-1)
o) =1+p+p +- +p'=—7—.
(p—1)
Portanto, para n = p — 1% pk2. . pkr. teremos
ki+1 ko+1 kr+1
_ k1 ko By [ P1 _1> <p2 _1> (pr _1>
on) =o(pi)o(ps?)...opk) = ).
) =)o) o) = () () (5

Exemplo A.3: A funcao totiente de Euler, ¢(n), que mede o nimero
de nimeros inteiros positivos k, menores ou iguais a n que sao primos com
n, oou seja que mdc(k,n) = 1. Se p é um numero primo, todos os inteiros
positivos menores que p sao primos com p, assim p(p) =p — 1. Se n = p*,
entdo os Unicos nimeros inteiros positivos menores ou iguais a p* que nao
sdo primos com p* sdo os multiplos de p, que corresponde a p*~! multiplos
de p dos p* nimeros existentes (Verifique isto), assim

_ 1
p(p) =p" =" =k (1 - ]—?> :
A verificacao de que a funcao ¢ é multiplicativa nao é tao imediata quanto
as anteriores, e sera feita na proxima proposicao. Por hora, vamos utilizar

este resultado para calcularmos os valores ¢(n). Seja n = p]fl ..... pkr. entdo

pn) = o) ...opr) =

1 1
= p’fl <1—_>...p§7' (1——)_
b1 Dr
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Proposicao A.2 A funcdo totiente de Fuler é uma funcao multiplicativa.

Demonstracao: Considere dois inteiros positivos m e n primos entre si.
Vamos organizar os numeros de 1 a mn de acordo com a seguinte tabela:

1 2 e n
n+1 n—+2 e 2n
m—1n+1 (m—1)n+2 --- mn

Primeiramente, verifiquemos que em uma determinada coluna, todos os
elementos possuem o mesmo maximo divisor comum com n: Sejam a e b dois
nimeros na i-ésima coluna e suponha que mdc(a, n) = d e mde(b,n) = e. Por
estarem na i-ésima coluna, existem nimeros inteiros positivos k e [ (suponha,
sem perda de generalidade que k > [) tais que

a=kn+1, b=In-+1,

resultando em

a—b=(k—10Dn.

Como d|a e d|n, entao, da expressao acima, podemos concluir que d|b, o que
implica que dle, pois e = mdc(b,n). Por outro e|b e e|n, logo, da mesma
expressao, temos que e|a, o que implica que e|d, pois d = mdc(a, n). Logo,
d = e, como queriamos provar. Portanto, apenas ¢(n) colunas contém ele-
mentos primos com n (condigdo necessaria para ser primo com mn).

Agora, analisando cada uma destas ¢(n) colunas, vamos mostrar que
estas colunas formam um sistema completo de restos médulo m. Suponha
que dois elementos na mesma coluna sejam congruentes moédulo m, entao,
por um lado a — b = pm por outro lado a — b = (k — [)n, assim teriamos
que, por um lado pm = (k — [)n, como m { m temos que m|(k — [). Por
outro lado k e [ s@o inteiros menores que m, assim (k — 1) < m. Temos,
entao uma contradi¢ao, portanto dois elementos diferentes em cada coluna
sao incongruentes médulo m, como temos exatamente m elementos em cada
coluna, temos que cada coluna forma um sistema completo de restos médulo
m.

Com um raciocinio totalmente andlogo ao realizado para n, podemos
mostrar que dois nimeros congruos modulo m possuem o mesmo maximo
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divisor comum com m (Verifique os detalhes), assim em cada coluna temos
exatamente ¢(m) numeros primos com m. Portanto o nimero de nimeros
menores ou iguais a mn que sao primos com mn sao os ¢(m) elementos de
cada uma das varphi(n) colunas obtidas no passo anterior, o que resulta em
©(m)p(n) nimeros, ou seja

p(mn) = p(m)p(n).

Isto significa que a funcao ¢ é multiplicativa. |
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