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Roda mundo, roda-gigante,
Roda moinho, roda piao.

O tempo rodou num instante
Nas voltas do meu coragao.

(Roda Viva), Chico Buarque
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Introducao

Estas notas destinam-se ao acompanhamento do minicurso entitulado Mo-
mento Angular, Um Prelidio a Teoria de Grupos em Fisica, ministrado du-
rante a Primeira Bienal da Sociedade Brasileira de Matemaética, realizada
em Belo Horizonte de 14 a 18 de outubro de 2002. Este minicurso destina-se
principalmente a alunos de graduacao e poés-graduacao em Fisica ou Ma-
tematica e a todos quantos se interessam em ver as interconexoes entre estas
duas ciéncias.

Existem duas motivagoes principais para a realizacao de um minicurso
como este, uma negativa e outra positiva. Negativamente falando, este curso
se faz necessario devido a uma deficiéncia existente na maioria dos cursos de
graduacao em fisica e em matematica. Se por um lado, nos cursos de fisica
nao se enfatiza o ensino de estruturas matematicas e o rigor desta disciplina,
por outro lado nos cursos de matematica nao se apresenta a interacao desta
com outras ciéncias, em particular a fisica, tornando a matematica um ass-
unto estanque, sem contato com o mundo real. Positivamente falando, um
curso como este se faz necessario pois nas ultimas décadas a fisica tedrica se
viu cada vez mais necessitada de ferramentas matematicas muitissimo mais
sofisticadas e a propria pesquisa em matematica pura teve seus rumos deline-
ados nos ultimos anos por idéias e técnicas oriundas da fisica. Portanto esta
interacao nao é apenas uma curiosidade académica, mas uma necessidade
real para o avanco das pesquisas nos proximos anos.

Como o tempo disponivel é muito restrito e as conexoes sao numerosas,
decidimos nos concentrar na teoria de grupos e sua utilizacao em fisica. A
teoria de grupos sempre aparece em fisica quando tratamos de simetrias em
sistemas fisicos. Mesmo este tema de simetrias tem se mostrado vastissimo,
isto pode ser observado pela ubiqiiidade da teoria de grupos em fisica tedrica,
da estrutura de cristais a teorias de calibre (gauge). Foram descobertas
também uma série de conexoes inusitadas entre areas aperentemente diferen-



tes, formando uma imensa teia conceitual impossivel de ser exaurida. Logo
resolvemos nos concentrar em um tema classico que possui um sem ntimero
de desenvolvimentos subseqiientes e cujas técnicas servem de padrao para a
formulagao de uma teoria geral: o momento angular em mecanica classica
e em mecanica quantica. O momento angular ¢ uma quantidade simples
de ser definida mas que possui implicagoes profundas como, por exemplo,
este é uma quantidade conservada decorrente da isotropia espacial [5, 7],
isto é sempre que nao exista uma direcao privilegiada no espago, o momento
angular é conservado. Os conceitos basicos subjacentes a toda esta discussao
sdo os conceitos de Grupo de Lie e Algebras de Lie [12]. A teoria abstrata
teve inicio com o matematico alemao Sophus Lie, que explorava as simetrias
de equagoes diferenciais como formas de encontrar solugoes exatas, veja por
exemplo na referéncia [12] sobre a idéia do trabalho original de Lie. Os
campos vetoriais que geravam as tranformacoes do grupo possuiam também
propriedades algébricas interessantes. O espaco vetorial formado por estes
geradores infinitesimais constitui o que é chamado uma algebra de Lie [4, 10].

Ja do ponto de vista fisico, o grande impulso para a utilizagao da teoria de
grupos em fisica foi o surgimento da mecanica quantica. Em seus primordios,
a mecanica quantica consistia de uma série de regras ad-hoc como uma ten-
tativa de explicar efeitos fisicos observados experimentalmente em medidas
atdomicas, veja, por exemplo o primeiro capitulo da referéncia [14] para um
breve apanhado historico das origens da mecanica quantica. Uma das regras
mais importantes sao as regras de quantizacao de Bohr-Sommerfeld, que
diziam que o momento angular dos elétrons ao redor do nicleo somente po-
deriam assumir valores multiplos inteiros de & ~ 10~3* unidades do S.I. Estas
regras de quantizagao por exemplo explicavam por que um elétron nao caia
no nucleo atéomico,pois segundo a fisica classica um elétron em uma orbita
circular ou eliptica ao redor do nucleo emitiria radiacao, perdendo energia e
portanto colapsando com o ntcleo. A explicacao para estas regras de quan-
tizagao so viriam mais tarde com a resolucao da equagao de Schrodinger em
trés dimensoes, onde o momento angular aparece explicitamente ao escrever-
se o laplaciano em coordenadas esféricas [11, 14]. A separacao de varidveis
em uma parte radial e uma parte angular mostraram explicitamente que as
solugoes obedeciam as regras de quantizagao anteriormente propostas. Mas o
papel da teoria de grupos na mecanica quantica foi delineado principalmente
por Wolfgang Pauli, Hermann Weyl [13] e Paul A.M. Dirac [3]. Um pouco
redescobrindo conceitos antigos, um pouco inventando idéias novas, os fisicos
foram construindo as bases para a moderna teoria de representagoes utilizan-



do como matéria prima as dlgebras de Lie dos grupos SO(3) e SU(2) (como
algebras elas sao isomorfas, mas a teoria de representagoes possui sutilezas).

Este curso basicamente esta dividido em 4 capitulos. Cada capitulo estéa
planejado para ser exposto em uma aula de 1 hora, com excessao do terceiro
capitulo que nos tomara duas aulas. Portanto, muitos detalhes de céalculos
sao deixados para os leitores através de exercicios, que servirao para comple-
mentar a teoria exposta nas aulas bem como para estimular o aprendizado.
No primeiro capitulo, estebelecemos a linguagem minima para tratarmos do
momento angular. Isto compreende a geometria no espago euclidiano tridi-
mensional R?, o produto vetorial, rotacoes e transformacoes ortogonais. No
segundo capitulo, expomos o momento angular nas diversas formulagoes da
mecanica classica: a mecanica Newtoniana, a Lagrangeana e a Hamiltonia-
na, em cada uma destas formulacoes as propriedades de simetria vao ficando
mais explicitas bem como a relacao entre os grupos de tranformacoes e a
algebra de Lie de seus geradores infinitesimais. No terceiro capitulo, faremos
a tradugao da mecanica classica para a mecanica quantica e veremos como
os estados quanticos associados ao momento angular estao associados as re-
presentagoes da dlgebra de Lie s0(3) e apresentaremos o spin no contexto
de representagoes da algebra su(2). Finalmente, no quarto capitulo, retoma-
remos os temas anteriores de um ponto de vista mais formal, definiremos a
nocao de grupo de Lie e algebra de Lie em abstrato, mostraremos como estes
dois objetos matematicos estao relacionados. Mostraremos também qual a
relagdo que existe entre os grupos SO(3) e SU(2), ja que suas édlgebras pos-
suem uma forma idéntica. Por tiltimo daremos alguns conceitos da teoria de
representacoes.

Embora este seja um assunto padrao nos livros de mecanica quantica e
basicamente a teoria de representacoes de SO(3) e SU(2) serem bem conhe-
cidas, ha desenvolvimentos modernos envolvendo idéias simples com estes
grupos. Citamos como exempo a teoria de redes de Spin de Roger Penrose
6, 9] e a esfera difusa de Madore [8]. Ao longo do curso, visamos oferecer uma
perspectiva para os alunos em final de graduacao e inicio de um programa de
pos graduagao de que existe ainda muita coisa a ser pesquisada mesmo com
objetos razoavelmente simples como a algebra su(2).

Neste curso, pretendemos ser auto contidos no que diz respeito aos con-
ceitos fisicos, permitindo assim que alunos de matematica também possam
participar sem se sentirem perdidos. O pré requisito minimo para um bom
acompanhamento deste curso é que o aluno ja tenha tido contato com o
calculo basico em uma e varias variaveis e com a algebra linear. Mas cer-



tamente obterao maior proveito deste curso alunos que ja cursaram alguma
disciplina de mecanica classica e de mecanica quantica. Para estes, em termos
de fisica nao terd nada de novo, mas podera se obter uma nova perspectiva

destes mesmos assuntos sob um ponto de vista de teoria de grupos e algebras
de Lie.



Capitulo 1

Rotacoes em Trés Dimensoes

Neste capitulo, introduziremos alguns conceitos béasicos e notagoes que nos
serao importantes no decorrer do curso. O leitor que ja estiver familiarizado
com os sistemas de coordenadas no espago, com produtos escalares e com
matrizes ortogonais podera ir direto para o capitulo 2, onde trataremos do
momento angular em mecanica classica.

1.1 O Espaco Euclidiano em Trés Dimensoes

O espaco que estamos considerando é o espaco euclidiano tridimensional R3.
Como espaco vetorial

R® = Span { (71, 79, 73) | 7; € R,i = 1,2,3}.
Vamos denotar a base canonica de R3 por &;, para i = 1,2, 3, onde
é =(1,0,0) , & =1(0,1,0) e é3=1(0,0,1).

Assim, um vetor em R? pode ser escrito como a soma

3
=1

A vantagem de denotarmos desta maneira a base de R3, ao invés dos usuais
vetores i, j e k, é a possibilidade de escrevermos todas as férmulas em notacao
abstrata, usando somatérios e indices. A utilidade disto ficara clara a medida
que formos evoluindo no texto.
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Dois sistemas de coordenadas em R3 serao particularmente teis no de-
correr deste texto, o sistema de coordanadas retangulares, ou Cartesianas, e
o sistema de coordenadas esféricas. Em coordenadas retangulares, um vetor
V € R3 é escrito como V = (z, y, 2), conforme ilustrado na Figura 1.1.

_—_—— — =

Figura 1.1: Representacao de um vetor Vv € R3 em coordenadas
retangulares.

Em coordenadas esféricas, um vetor é representado por trés parametros
T, 0 e ¢, e esta relacionado com o sistema cartesiano pelas equagoes

x = rsinf cos ¢,
Y r sin 0 sin ¢,
z = rcosé, (1.1)

conforme indicado pela Figura 1.2.
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Figura 1.2: Representacao de um vetor Vv € R3 em coordenadas
esféricas.

Exercicio 1 Encontre as relagoes inversas de (1.1), isto €, encontre as ex-
pressoes de r, @ e ¢ em termos de x, y e z.

Além da estrutura vetorial, o espaco euclidiano R3 também é munido de
um produto escalar, o que lhe confere propriedades métricas. O produto
escalar é uma aplicacao

GREPX R — R
(V,W) +— V-w.
Com as seguintes propriedades:

1. E bilinear

+v)-w = 4-w+7V-w,
i-(Vv+w) = d-v+1ud-w,
(Ad) -V = d-(AV) =Ad- V.
2. E simétrica
i-v=v-u
3. E é positiva definida
V.-v>0 ;3 V- Vv=0&7V=0



CAPITULO 1. ROTACOES EM TRES DIMENSOES 9

Uma dltima estrutura em R3 que nos serd importante ¢ o produto vetorial,
que é uma operagao
Xx:R¥xR® — R3
(V, W) — VX Ww.
onde o vetor V X w é um vetor ortogonal ao plano gerado por v e w, com

modulo igual a area do paralelogramo gerado por V e w e com orientacao
compativel com a base canoénica de R3, conforme indicado na Figura 1.3:

VXW

Figura 1.3: O produto vetorial de dois vetores V e w.

Se os dois vetores V e w estiverem separados por um angulo a, conforme
indicado na figura acima, entao o médulo de V X W serd

IV x Wl = [[¥]l |W]| sinc.

Logo, podemos concluir que ¥ X ¥ = 0 para qualquer ¥ € R3, pois neste
caso a area determinada é igual a zero. Por orientacao compativel com a base
canonica, queremos dizer que se escolhermos qualquer permutacao ciclica
de &; €5 e €3, sempre o terceiro elemento sera o produto vetorial dos dois
primeiros nesta ordem, isto é

€1 X &y = &3 ) €y X €3 = &4 , é3 X 6; = é,. (12)

O produto vetorial é anti-simétrico, isto é, Vv X w = —w X V. Devido
as relagdes (1.2) e a total anti-simetria do produto vetorial, podemos escre-
ver o produto vetorial de Vv = (v1,v2,v3) e W = (wq,ws, ws) cOMO 0
determinante A A R
€1 €9 €3
VX W= V1 V2 V3 |. (13)
w; w2 wg
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Exercicio 2 a) Mostre que o produto vetorial € bilinear, isto é

(T4+V)XW = UXW+VXW,
iX (V4+WwW) = dXV4+idxw,
(AV) X w = V¥X (AW) =AV X w, VAeR

b) Mostre que o produto vetorial satisfaz a identidade de Jacobi:
IX (VXW)4+ VX (Wxid)+wx(dxV)=0.
c) Mostre as sequintes propriedades do produto vetorial:

)V —(
) =

)W,

=1}
<l

—
u -

- (

—~~

iX (VXw) =

i-(Fxw) =

S5
X <

=1

—

- (0 x V).

<
s

1.2 Delta e Epsilon

Vamos aumentar um pouco mais o grau de abstragao, tornando a notagao
mais simbdlica, em termos de somas e de indices. Para isto, vamos definir
dois objetos matematicos que nos auxiliarao muito nos calculos. O primeiro
¢é o delta de Kronecker, para os indices ¢ e 7, variando de 1 até m, temos

Sis — 0, parai # j,
“ 1, parai = j.

Visto como uma transformacao linear em um espaco vetorial R™, o delta de
Kronecker nao passa da matriz identidade n por m. Em nosso caso, vamos

na maior parte do tempo utilizar os indices variando de 1 a 3.

Exercicio 3 Mostre que
n
a) Z 0;jv; = v;, (para i fizo).
j=1

b) Z 0;jQjk = G, (para i ek fizos).
j=1
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O segundo objeto, é o tensor totalmente anti-simétrico, ou tensor de Levi-
Civita. Dados os indices 21, ..., t,, todos variando de 1 até n, definimos o
tensor totalmente anti-simétrico por

0, Se existem k e l, tais que 2 = 1;,
€i..i, =41 1, Sety...%, ¢ uma permutacao par de 1...n,

in
2

—1 Sey...%, é uma permutacao impar de 1...n.

No decorrer de todo este curso, utilizaremos apenas o tensor anti-simétrico
para n = 3. Ao contréario do delta de Kronecker, a nao ser para n = 2, o
tensor totalmente anti-simétrico (que denominaremos a partir de agora por
tensor epsilon, ou simplesmente por epsilon) nao pode ser visto facilmente
como uma matriz, mais precisamente, este objeto pode ser visto como um
elemento no n-ésimo produto tensorial do espago R™.

Ao dizermos que uma permutacao é par ou impar, estamos nos referindo
ao seguinte fato: Toda permutagao de m elementos pode ser escrita como
uma composi¢ao de (n — 1) permutacoes elementares s; ¢ = 1,...n — 1
que troca os vizinhos nas posicoes ¢ e ¢ + 1. Assim uma permutacao P pode
ser escrita como

P = Sip o0 0 Sy

A permutagao P sera par ou impar dependendo do nimero k de geradores
necessarios para se escrever a permutacao.

Exercicio 4 Mostre que:

a) 8;8; = 8;si, para |t —j|>2,
b) SiSi:Id, Vi:l,...,n,

C) 8iSi+18; = S;+18iSi+1, Vi=1l...n —1,

Uma regra pratica para verificar se uma permutacao é par ou impar é
colocar a configuragao inicial acima da configuracao final e ligar os elementos
correspondentes tomando o cuidado de evitar que se cruzem mais de duas
linhas de cada vez. O nimero de cruzamentos definird se a permutacao é par
ou impar. No caso de n = 3 temos que as permutagoes pares de 123 sao:
123, 231 e 312 e as permutacgoes impares sao: 213, 132 e 321.

Exercicio 5 Mostre que
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a) Os produtos vetoriais da base canonica dados em (1.2) podem ser re-
sumidos na expressao

3
é; X éj = Z Eijkék:~ (14)
k=1

b) Dados dois vetores ¥V e W, a t-ésima componente de V X W na base
canonica pode ser escrita como

3
(\_/" X W)z = Z €ijkVj Wk (15)
k=1
Exercicio 6 Mostre que

3
a) § €ijk€pgk = 0ipdjq — igljp,
k=1
3

b) Z eijkepjk: = 252’1)-

k=1

Exercicio 7 Com as propriedades acima demonstradas do tensor €5 e com
a expressao (1.5) refaga as propriedades do produto vetorial do exercicio (2).

1.3 Transformacoes Ortogonais e Rotacgoes

Vimos que o espaco euclidiano R3 est4 munido de um produto escalar, alids,
qualquer espaco R™ possui a mesma estrutura, portanto podemos definir
o que se segue para qualquer dimensao depois especificando para n = 3.
Vamos agora considerar as transformacoes lineares que preservam o produto
escalar euclidiano, ou seja, as transformacoes A : R® — R"™ tais que dados
quais quer dois vetores V e w tenhamos

(AV) - (AW) = ¥ - W.

Exercicio 8 Mostre que uma transformacao ortogonal nao altera o modulo
de um vetor e nem o angulo entre dois vetores.

Colocados em notagao de indices, podemos escrever o vetor ¥V como
V = (v;), parat = 1,...n e a matriz A como A = (a;;), para ¢,j =
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1,...n, assim, a ¢-ésima componente do vetor transformado v/ = AV =
(vf), pode ser escrita como

n
l p— .. .
v, = E a;;vj.
i=1

O produto escalar entre os vetores transformados V' e W’ entao é

n n n n
v.w = g viw; g a;jv; E a;pwy | =
j=1 k=1

=1 =1 =
n n
= E Vj E Q;jQgp | W = E v;wy.
Jk=1 =1 j=1

A 1ltima igualdade s6 pode ser satisfeita se

n
E @ijQi = Ojp.
i=1

Exercicio 9 Mostre que esta ultima expressao equivale a dizer em termos
de matrizes que AAT = ATA = I, onde AT ¢ a transposta da matriz A,
e I é a matriz identidade.

Definicao 1 Uma matriz A € dita ser ortogonal se sua inversa € igual a sua
transposta, isto ¢ AAT = ATA = 1.

Exercicio 10 Mostre que o conjunto das matrizes ortogonais em uma dada
dimensao possui as sequintes propriedades:

a) E fechado por multiplicacao matricial, isto €, o produto de duas ma-
trizes ortogonais também é uma matriz ortogonal.

b) Este produto é associativo, isto €, (AB)C = A(BC).

c) A matriz identidade também € ortogonal.

d) Se uma matriz é ortogonal, entdo sua inversa também € ortogonal.

Exercicio 11 Mostre que o determinante de uma matriz ortogonal so pode
ser 1 ou —1. Mostre também que o sub-conjunto das matrizes ortogonais
com determinante igual a 1 satisfaz as propriedades a), b), c), d) do exercicio
anterior.
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Definicao 2 Denominamos grupo a um conjunto G munido de uma ope-
racao que a cada dois elementos quaisquer a,b € G associa um outro ele-
mento ab € G tal que esta operacao seja

1. Associativa: (ab)e = a(bc).
2. Possua elemento neutro e € G, tal que ea = ae = a, Va € G.

3. E qualquer elemento a € G possua um inverso a~' € G, tal que
-1

aa"! =ala=ce.
Definicao 3 O grupo das matrizes ortogonais em m dimensoes é denotado
por O(n). O sub-grupo das matrizes ortogonais com determinante igual a
um € denotado por SO(n) e é denominado grupo ortogonal especial.

No decorrer deste minicurso, trataremos em detalhes as propriedades do
grupo SO(3) que, veremos, corresponde ao grupo das rotagoes no espago
euclidiano R? usual. O momento angular serd uma grandeza fisica associada
com rotagoes em trés dimensoes.

Bem, vamos agora estudar as rotacoes, veremos logo adiante que todas
as transformacoes ortogonais especiais podem ser descritas como rotagoes.
Para dar inicio, vejamos como se processam as rotagoes em duas dimensoes,
ou seja, no plano. Tome um vetor Vv = (&, y) no plano e efetuemos uma
rotagdo se um angulo s no sentido anti-horério (esta sera a convengao para
rotagoes positivas), resultando no vetor ¥/ = (&', y’), conforme indicado na
Figura 1.4:
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Figura 1.4: Uma rotagao plana de um angulo s no sentido anti-
horario.

Vejamos como as componentes de V' se relacionam com as componentes
de V. Podemos escrever as « e y em coordenadas polares

x = |[V|[cosso ; y = |¥| sinso,

conforme ilustrado na Figura 1.4. Vamos assumir a principio que uma rotagao
nao muda o comprimento de um vetor, o que é bem razoavel intuitivamente,
a seguir daremos uma prova mais concreta que uma rotacao é de fato uma
transformacao ortogonal. As componentes de V' podem ser escritas como
(veja a Figura 1.4 novamente)
' = ||V]| cos(s + so) = ||V|| cos spcoss — ||V|]| sin spsin s =
x coss — ysin s,
Yy = ||V|lsin(s + so) = ||V|| cos s¢ sin s + ||V]| sin sg cos s =

= xsins + ycoss.
Podemos resumir estas duas formulas na expressao matricial
x’ coss —sins T
Y sins coss Yy
Exercicio 12 Mostre que a matriz de rotacao descrita em (1.6) € uma trans-
formagao ortogonal especial de SO(2).

O exercicio acima mostra que toda rotacao em duas dimensoes pertence
a SO(2). Agora, podemos mostrar que toda transformacao de SO(2) pode
ser escrita como uma rotacao. Basicamente, toda transformacao de SO(2)

é uma matriz 2 por 2
a b
a=(2a)

de determinante igual a 1, cuja transposta ¢ igual a sua inversa.

Exercicio 13 Mostre que a condicio AT = A~' implica em a = d e
b= —c.
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Assim, temos de fato a matriz

a b
=% 0)
cujo determinante resulta em,
a’ + b? = 1.

Entao, podemos encontrar um angulo s de forma a escrevermos a matriz A
na forma descrita em (1.6). Vamos denotar por A = R(s).

Exercicio 14 Mostre que a composi¢cio de R(s) e R(t) € igual a rotagdo

R(s+1t).

Exercicio 15 Mostre que SO(2) € um grupo Abeliano, isto é, AB = BA
para quaisquer A e B em SO(2).

Vamos definir agora um novo objeto que serd importante nas discussoes
posteriores, trata-se do gerador infinitesimal de rotagoes. No caso de SO(2)
temos somente um gerador infinitesimal, dado por

= ( (1] _01 ) . (1.7)

Exercicio 16 Utilizando a expressao da exponencial de uma matriz como

dR(s)
ds

— 1 (g) —
J—l%R(S)—

mostre que toda rotagdo de SO(2) pode ser escrita como R(s) = e®”.

Examinemos agora o que ocorre em dimensao trés: Em primeiro lugar,
uma rotacao em dimensao trés é sempre efetuada ao redor de um eixo, que é
um vetor unitario que denominaremos n. Relembremos que por convencao ,
as rotagoes sao positivas quando tomadas no sentido anti-horario. Quando os
eixos sao os vetores da base canonica &;, para ¢ = 1,2, 3, temos as rotagoes
ao redor dos eixos x, Y e z, respectivamente.
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Exercicio 17 Mostre que as matrizes de rotacao ao redor dos eizos x, y, e
z no sentido anti-horario de um angulo s, sao respectivamente

1 0 0 coss 0 sins
Ri(s)=| 0 coss —sins |, Ra(s)= 0 1 0 ,
0 sins coss —sins 0 coss
coss —sins O
R3(s) = | sins <coss O
0 0 1

E mostre que elas sao matrizes ortogonais.

Um fato menos trivial e que precisa ser provado é que as rotagoes em treés
dimensoes também efetuam um grupo. Isto é se compusermos uma rotacao
ao redor de um eixo m de um angulo s e apds aplicarmos uma rotacao ao
redor de um eixo @ de um angulo ¢, existird um eixo p e um angulo r tal
que a composicao das duas rotagoes anteriores sera uma rotacao ao redor de
p por um angulo . Por enquanto vamos assumir que podemos compor duas
rotagoes, composicao esta vista apenas como multiplicacao de matrizes sem
termos a certeza de que esta composicao trata-se, de fato, de uma rotacao.

E f4cil ver que ao contrario das rotacoes em duas dimensoes, as rotagoes
em trés dimensoes nao comutam entre si. Para vocé se convencer de que
isto é verdade, basta tomar, por exemplo, R;(s)Rx(t) e vocé verd que o
resultado é diferente de Ry(t)R1(s). ao fazer estas contas vocé também
deve ter percebido que trabalhar diretamente com o grupo de rotacoes torna
os calculos muito mais complicados, por isto vamos entender ao longo deste
curso como utilizarmos os geradores infinitesimais.

Exercicio 18 Mostre que os geradores infinitesimais associados as matrizes
de rotagao R;(8), 1 = 1,2,3, sao respectivamente

00 O 0 01
Li=(00 -1]|, L= 0o o0 0|,
01 0 ~10 0
0 —1 0
Ls=|1 0 o
0 0 O



CAPITULO 1. ROTACOES EM TRES DIMENSOES 18

Exercicio 19 Mostre que R;(s) = e®Li, para i = 1,2, 3.

Exercicio 20 Definindo o comutador de duas matrizes por [A, B] = AB —
BA, mostre as sequintes relagoes de comutacao:

3
[Li, Lj] = > eijple, parai,j =1,2,3.

k=1

Note a semelhanca formal entre estas relagoes de comutacdo e as formulas
do produto vetorial dos vetores da base canonica apresentados em (1.4).

Resta-nos agora descrevermos a matriz de rotagao ao redor de um eixo
arbitrario, que escrito em coordenadas esféricas fica

i = (sin 0 cos ¢, sin O sin ¢, cos ).

Basicamente, a idéia é perceber que podemos obter o eixo 1 a partir do vetor
€3 da base canonica, efetuando sobre este uma rotagao de @ ao redor do eixo
y e depois uma rotacao de ¢ ao redor do eixo z:

il = R3(¢)R2(0)é;s = R(6, ¢)és.

Exercicio 21 Escreva a matriz R(0, @) e sua inversa R™(0, @), que cor-
responde a transformacao que leva o vetor i no vetor €s.

Uma vez tendo estas matrizes de transformagao, aplique R=*(0, ¢) de
forma que o eixo de rotacao seja levado no vetor és, aplique a matriz Rs(s),
onde s é o angulo de rotacao desejado e aplique en seguida R(6, ¢), devol-
vendo tudo a configuracao original, com uma unica diferenca: tudo estard
rotacionado de um angulo s ao redor de . Em resumo,

Rg(s) = R(6, ¢)Rs(s)R™'(0, ¢).

Note que escrevemos na ordem da direita para a esquerda, pois estas matrizes
sao aplicadas a vetores em R3, entdo a matriz que estiver mais a direita serd
aplicada primeiro.

Exercicio 22 FEscreva explicitamente a matriz Rz(s), e mostre que ela é
ortogonal.
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Note que a matriz de rotacao ao redor do eixo @ s6 depende das ma-
trizes R;, definidas anteriormente, portanto, elas sao como um conjunto de
geradores para todas as outras rotacoes em R2. Vocé mais uma vez notou
a dificuldade para se escrever uma rotacao em geral. Entao vejamos como
se escreve o gerador infinitesimal para uma rotagao ao redor de um eixo 1.
Basicamente temos a férmula

_ dRﬁ(S)

Ly
ds s=0

= R(H, ¢)L3R_1(0’ d))

Exercicio 23 Mostre que se aplicarmos o gerador infinitesimal Lg a um
vetor V € R3, teremos
LV =1 X V.

Na literatura fisica, vocé pode encontrar a seguinte afirmativa: uma ro-
tacdo de um angulo “infinitesimal” , € ao redor de um eixo @ aplicada em
um vetor vV é igual a el X V.

Como foi visto, as matrizes de rotacao R;, © = 1, 2,3, sao matrizes de
SO(3), logo toda rotagao ao redor de um eixo também é uma matriz de
SO(3), e portanto toda composi¢ido de rotagdes. Falta-nos ver que toda
matriz de SO(3) pode ser escrita como uma rotagao, o que vamos fazer nos
paragrafos que se seguem.

Proposicao 1 Uma matriz A € SO(3) possui um auto valor real positivo:

Demonstracao: A matriz A possui um auto valor real devido ao fato
da equacao caracteristica,

Det (A — AI) = 0,

ser de grau trés, logo possui uma raiz real. Este auto valor real é nao nulo
devido ao fato do determinante de A ser igual a 1. Logo, se A1, Az € Az sao
os auto valores, o determinante pode ser escrito como

DetA = )\1)\2)\3 =1.

Se A1 € R, ¢ os outros dois auto valores sdo complexos, entdo Az = Aa,
portanto A1|Az]|? = 1, implicando que A; > 0. Mesmo se todos os auto

valores forem reais, nao poderiamos ter todos negativos, caso contrario o
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determinante seria negativo. Portanto, um dos auto valores de A é real e
positivo Bl

Com este resultado, podemos reduzir a um problema bidimensional. Pri-
meiramente, podemos fazer um reescalonamento no auto valores de forma
que nosso auto valor real positivo seja igual a 1. Com esta escolha, podemos
definir uma base f'l, £ e i, onde 1 é o auto vetor unitario associado ao auto
valor positivo de A. Como o produto dos outros dois auto valores tem que
ser igual a 1, temos que a transformacao A restrita ao plano fl e fz é uma
transformagao de SO(2). Assim, existe um angulo s tal que a matriz A
pode ser escrita como

coss —sins O
A= sins coss O
0 0 1

O vetor 1l entao € o eixo desta rotacdo. Somente para amarrarmos uma ponta
solta, observamos que toda transformacao de SO(3) pode ser escrita como
uma rotagao, como SO(3) é um grupo, entdo podemos garantir que o conjun-
to das rotagoes em R? também é um grupo, alids isomorfo ao grupo SO(3).
Por dois grupos isomorfos, entendemos que existe uma correspondéncia um
a um entre eles e que as composi¢oes em um sao mapeadas exatamente nas
composi¢oes do outro. Maiores detalhes serao vistos no capitulo 4.



Capitulo 2

O Momento Angular na
Mecanica Classica

Neste capitulo, veremos a definicao de momento angular que é uma quanti-
dade conservada sempre onde ha simetria de rotagoes. O momento angular
também esta diretamente relacionado, como veremos adiante, com os gera-
dores infinitesimais de rotacao.

2.1 O Momento Angular

O momento angular ¢ uma grandeza que sé estd bem definida em R3. A
partir de agora, denotaremos a posicao de uma particula em R3 pelo seu raio
vetor ¥ = (@1, 2, x3). De fato, ao descrevermos o movimento assumimos
que este raio vetor ¢ uma funcao do tempo:

r=(t) = (z1(t), z2(2), z5(1))-
O vetor velocidade da particula serd denotado por

ar =
== V(t) = (vi(t), v2(t), vs(t)).

Exercicio 24 Mostre que se os vetores V.e W possuem dependéncia temporal
entao

e

vV =

|

Sy

WA

<

9

d or4 —_—
E(V' ) =

s
W,

X

— \V w = Vv w \%
dt

21
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Por questao de simplicidade na escrita, omitiremos a dependéncia tem-
poral das grandezas, muito embora esta sempre esteja subentendida. Mais
importante que simplesmente o vetor velocidade é o vetor momento

— —
P =myv,

onde m ¢é a massa da particula em questao. Para um sistema de IN particulas,
indicaremos por um outro indice os vetores posicao e momento de cada uma
das particulas, ¥, € Pg, onde a é um indice que varia de 1 a IN. Todas as
grandezas fisicas descritas neste capitulo também podem ser definidas para
um sistema de IN particulas. Em virtude do carater vetorial das grandezas,
a quantidade total relativa ao sistema é sempre a soma das quantidades
individuais de cada um dos componentes. Assim sendo, o momento total de
um sistema de IN particulas pode ser escrito como

N N
ﬁtota] - Z ﬁa - Z mava'
a=1 a=1

Para um sistema de IN particulas, é interessante trabalhar com as coordena-
das do centro de massa:

(2.1)
assim, as posicoes das particulas podem ser escritas como

- _ D —

ro,=R+T,
da mesma forma, os vetores velocidade

- \7 —7

Vo =V +V,,

onde V é a velocidade do centro de massa relativa a origem do sistema de
coordenadas. O momento total também pode ser decomposto

N N
Ptotal = Z MeVe = Z Mg (V + V;) =
1 a=1

N N N
. — - — —7
- E mu,V + E mava — Pcm + g pa’
a=1 a=1 a=1
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onde Bem é 0 momento do centro de massa e P, ¢ o momento de cada
particula relativo ao centro de massa.

A segunda lei de Newton consiste em afirmar que a variagao do momento
em relacao ao tempo é igual a resultante de todas as forcas agindo sobre o

sistema: d"(t)
N Y kR
— = mv = F. 2.2
p It (2.2)

Nao havendo forcas agindo sobre a particula, seu momento permanece inal-
terado, ou seja a particula continua ou em repouso ou em movimento retilineo
uniforme (dependendo do referencial). Esta é uma formulacao possivel da lei
da inércia.

Se as forcas do sistema podem ser expressas como o gradiente de uma
funcao escalar U (potencial) que s6 dependa das posigdes, isto é, que nao
possua dependéncia explicita em termos das velocidades ou do tempo (ou seja
U = U(F)) entao o sistema é dito conservativo. A quantidade conservada
é a energia total do sistema. A demonstracao a seguir é para o caso de
uma particula, para um sistema de IN particulas basta tomar-se o cuidado
de se considerar as coordenadas de cada uma das particulas como variaveis
independentes (é o mesmo que dizer que o espa¢o em consideragao possui
3N dimensoes).

Teorema 2 (Conservagao da Energia) Se a forca resultante agindo sobre
um sistema pode ser escrita como

F = —VU,

para U = U (T), entao a energia total
1,
FE = ;mv +U

(onde v? = ¥ - V) € conservada, ou seja E = 0.
Demonstragao:
E=my.94VU.¥=(mV+VU).v=0 ®m

Definicao 4 O momento angular de uma particula em R3 € definido como
o vetor
L=7Xxp.
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Devido ao carater vetorial do momento angular, também o momento an-
gular total de um sistema é igual a soma dos momentos angulares de seus

componentes
N

— - N N
Ltotal = E La, = rq X Pa-
= a=1
O momento angular de cada particula de um sistema também pode ser de-
composto em um momento angular do centro de massa e no momento angular
relativo ao centro de massa:

N N
Eiotal = D mafax ¥a) = Yoma (R+7,) x (V47,) =
a=1 a=1

N N
= Bx () _moV)+Rx (O ma¥,) +
a=1 a=1

N N
+ > meT, XV + > T X (ma¥,).
a=1 a=1

O primeiro termo é o momento angular do centro de massa, o quarto termo
¢ a soma dos momentos angulares relativos. O segundo e o terceiro termos
sao iguais a 0, pois

N N N N
E myr, = E o(Ta —R): E MLy — g myR = 0,
a=1 a=1 a=1

pela defini¢ao de centro de massa em (2.1). Da mesma forma

N d XN
= 2
Zmava = aZmara =0
a=1 a=1
Assim, temos
N
Liotal = Lem + Z I_ya X
a=1

Com isto, discutiremos toda a fisica apenas em relagao ao centro de massa
sem perda de generalidade.

Um 1ltimo aspecto do momento angular que é possivel discutir somente
no contexto da formulagao Newtoniana da mecanica classica é o fato que
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se o potencial possui dependéncia funcional apenas do comprimento do raio
(potencial central), entdao o momento angular é conservado. Isto é facilmente
visto:

L = FXmV+FXxXp=
dU (r
f’x—( )F

=0 2.3
~ D=0, 23)

= mvV XV
onde r = VT -T.
As propriedades do momento angular associadas com simetria podem
ser vistas melhor nas formulagoes Lagrangeana e Hamiltoniana da mecanica
classica.

2.2 Simetria e Leis de Conservacao

A formulagao Lagrangeana da mecanica classica é muito mais apropriada
para se explorar as propriedades geométricas de uma sistema mecanico. De
inicio abandona-se o vinculo com as coordenadas cartesianas, possibilitan-
do escrever as equacoes de movimento em qualquer sistema de coordenadas
que se desejar. Em uma linguagem mais moderna, esta é uma formulagao
adequada para se trabalhar sobre variedades diferenciaveis, muito embora
variedades estejam por tras de muitas contrucoes que vamos fazer no decor-
rer deste minicurso, nao vamos discutir variedades a fundo devido ao grande
nimero de detalhes técnicos que fugiriam ao nosso escopo e nos tomariam
um enorme tempo. Vamos denotar as coordenadas generalizadas por g;, note
que até aqui nao fizemos qualquer restricao quanto a dimensao do sistema,
portanto o indice ¢ pode variar de 1 até uma dimensao n, esta dimensao de-
pende do sistema tratado. O espaco onde sao definidas nossas coordenadas
generalizadas sera denominado espaco de configuracoes do sistema M. As
velocidades associadas a estas coordenadas generalizadas serao escritas como
q;.

Em seguida, para caracterizarmos um sistema mecanico, definimos uma
funcao escalar denominada Lagrangeana do sistema, que pode depender ex-
plicitamente das coordenadas, das velocidades e do tempo

L = L(qa q’ t)a

onde entenda-se a dependéncia em todas as componentes q; € ;. No caso
da mecanica Newtoniana, a Lagrangeana do sistema pode ser escrita como a
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diferenca entre a energia cinética e a petencial

1
L:EmM—UzT—U (2.4)

Por 1ltimo, precisamos por as coisas para funcionar, para isto precisamos
de equacoes de movimento. As equagoes de movimento sao derivadas a partir
de um principio variacional, que passaremos a discutir agora.

Considere o espago de todas as curvas definidas no espaco de configuracoes

M
C[M] = Span {~ : [a,b] — M|a,b € R}

Defina a a¢ao como um funcional linear que a cada curva v € C[M] associa

0 numero
S [7] — / L7
v

Sk = / L(q(t), d(t), t)dt,

entenda-se esta integral como

onde t é o parametro da curva (que vamos confundir com o tempo), ou seja
~v = ~(t) e q(t) e ¢(t) sao as coordenadas e velocidades medidos sobre
a imagem da curva v em M. Dados dois pontos A e B em M, vamos
considerar o sub-espaco das curvas cujas extremidades sao A e B, ou seja

C[A, B] = Span {y € C[M]|y(a) = A, ¢ ~(b) = B}

Podemos perguntar: De todas as curvas v € C[A, B], qual a curva que
minimiza o valor da acao 87 O principio variacional diz que a curva que
minimiza a acao é a trajetoria real do sistema fisico, o problema de encon-
trar esta curva minimizadora é equivalente ao de resolver as equacoes de
movimento.

O célculo variacional, que é a técnica matematica de resolver o problema
da curva minimizadora, envolve o conceito de derivada funcional, que possui
uma quantidade de sutilezas técnicas que nos tomariam um grande tempo
e esforco e nos desviariam do objetivo deste curso. Por isto, vamos consi-
derar uma formulacao simplificada de apelo intuitivo e que evita discussoes
aprofundadas sobre o calculo funcional. Enfim, se queremos encontrar um
minimo, devemos encontrar uma curva sobre a qual o valor da derivada de S
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seja igual a zero. Derivada em relacao a qué? A curvas obviamente. Suponha
que a curva 7 seja sua solucdo. FEntao tome uma variagao infinitesimal
arbitraria dv. Em cada instante t € [a,b], a curva vy + v possuird
coordenadas gq;(t) + dq;(t) e velocidades g;(t) + d4;(t). Note que dg;(a) =
dq;(b) = 0 pois todas as curvas possuem as mesmas extremidades. Portanto,
queremos que

dS[v0] = S[vo + 7] — S[v] = 0.

Basicamente, podemos tratar tudo dentro da integral

dS[v] = / {L(q(t) + dq(t), 4(t) + d4(t),t) — L(q(t), 4(t),t)} dt

L5 {s taa)e

efetuando uma integracao por partes no ultimo termo na integral, obtemos

o = (24 (20)) s
+ Z (55,

O ultimo termo é igual a zero pois dq;(a) = dq;(b) = 0. Portanto temos

e [R5 o

para uma variacao arbitraria 47y, assim a tunica solugao possivel para o pro-
blema ¢ a solugao da equacao diferencial

i{aqz dt (gf)} =0 (2.5)

Esta é a equacao de Euler Lagrange.

a

Exercicio 25 Mostre que para um sistema conservativo com a lagrangeana
(2.4) e com a dependéncia de U apenas nas coordenadas e sendo as coordena-
das q; = x; e as velocidades q; = v; temos que a equacao de Euler-Lagrange
(2.5) € igual a sequnda lei de Newton (2.2).
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Definicao 5 Dado um sistema mecanico lagrangeano com coordenadas q; e
lagrangeana L, definimos os momentos canonicamente conjugados as coor-

denadas q; como sendo
oL

e (2.6)

p; =

Na mecanica lagrangeana podemos mais facilmente identificar as simetri-
as do sistema e construir quantidades conservadas a partir das simetrias. Um
primeiro exemplo de simetria é a homogeneidade temporal. Suponha que a
Lagrangeana do sistema nao possua dependéncia explicita no tempo, isto é

oL
ot

Entao podemos associar uma quantidade conservada. Primeiro note que

{8L.+8L"}+8L_
aa: " " 8¢, e

{d (BL) . +8L _}_

dt \ 9q; % 9q; Ty =

d {8L }

< dt | 9 G-

Onde utilizamos a equagao (2.5) na segunda igualdade. Logo, temos que

d " .
pr {Zpifh - L} =0,
im1

portanto uma quantidade conservada. Esta quantidade conservada é deno-
minada Hamiltoniana do sistema, ou energia total.

dL
dt

Il
I M: I M: NgE

Exercicio 26 Mostre que para a lagrangeana (2.4) a Hamiltoniana do sis-
tema nada mais € que a energia

1 2 1,
E=—-mv +U=—p°"+U
2 2m



CAPITULO 2. O M.A. NA MECANICA CLASSICA 29

Definicao 6 Definimos por simetria de um sistema Lagrangeano toda apli-
cagdo diferencidvel e com inversa diferencidvel (difeomrfismo) f + M — M,
que preserva a Lagrangeana, isto é

L(f(‘])a .f(Q)7t) = L(q, Q7t)'

Nao é dificil verificar que o conjunto das simetrias de um sistema la-
grangeano forma um grupo, pois a composi¢ao de duas simetrias continua
sendo uma simetria, a composicao é associativa, a transformagao identidade
também é uma simetria e como simetrias sao difeomorfismos, entao possuem
inversa, que também sao simetrias.

Definicao 7 Um subgrupo a um parametro de difeomorfismos é uma familia
de difeomorfismos em M

G = {#(s),s € R[9(0) = Id, (s)o(t) = Pp(s+1)}.

Todo subgrupo a um parametro de difeomorfismos possui seu gerador
infinitesimal

s=0
E todo elemento do subgrupo a um parametro de difeomorfismos pode ser
escrito como a exponencial

o(s) = e*.
Agora, temos o selemento snecessarios para enunciarmos um dos resulta-
dos mais importantes da Mecanica Lagrangeana, o Teorema de Noether.

Teorema 3 (Noether) A todo subgrupo a um parametro de difeomorfismos
que sao simetrias da Lagrangeana estd associado uma quantidade conservada.

Demonstracao: Seja um niimero € > 0 tal que €2 é desprezivel. Con-
sidere o subgrupo a um parametro de difeomorfismos tal que ¢;(0) = g; e
(]51(0) = ¢q;. A variacao da lagrangeana ao longo do subgrupo Gg é nula,
pois os difeomorfismos sao simetrias. Portanto

0 = AL = L((6).3(6)) — L(G(0). 4(0) = ¢ 57| +0(e) =

" { 8L doi(s) }:

OL  do;(s)
s=0 8¢1(S) ds

= €

O¢p;(s) ds

7
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i OL dg;(s) OL dg;(s)

€ —

94 ds ;=0 9qi ds | _

_d [ & 9L doy(s)

ERPT {; 8q; ds } ’ 27

onde novamente utilizamos a equagdo de movimento (2.5) na ultima igualda-
de. Portanto, como € é arbitrario, temos

d ({2 0Ldgi(s)| _ d [ dei(s)|
E{Zaq,- ds }_E{Zp" ds }_0’

que ¢é a nossa lei de conservagao l

Vamos analisar agora dois exemplos importantes. Em primeiro lugar,
considere o grupo a um parametro de difeomorfismos que gera translagoes na
1-ésima, coordenada,

®i(s) = gj + di5s.

dg;(s) _ s
pr— ij'
ds s=0
E nossa quantidade conservada ¢ igual a

n d X n
ij(pdj—(S) = ij(sij = Pi-
s =

Assim

i=1

Isto significa que se as translagoes em uma dada dire¢ao sao uma simetria da
Lagrangeana, entao o momento naquela direcao é conservado.

Como um segundo exemplo, considere o subgrupo a um parametro de
difeomorfismos constituido de rotacoes ao redor de um eixo it € R3.

o(s) = Rz(s)T.
Como vimos no primeiro capitulo, temos que

de(s)

ds |,—o

=10 XT.

E portanto nossa quantidade conservada é

—

p:(ixT)=1-(FXp),
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que é a componente do momento angular na diregao 1.

Como vocé pode ver nesta secao, o momento angular é uma quantidade
conservada associada a simetria de rotacao segundo o teorema de Noether.
Veremos agora uma outra perspectiva onde o momento angular aparece
também como um gerador infinitesimal de simetrias.

2.3 O Formalismo Hamiltoniano e Transfor-
macoes Canonicas

Enquanto a mecanica Lagrangeana estd definida em um espacgo n dimensio-
nal, o espaco de configuracoes , a mecanica Hamiltoniana esta definida em
um espaco 2n dimensional compreendendo as n variaveis de posicao g; e as
n varidveis de momento p;. Este espaco é denominado espaco de fase e seréd
denotado por I'. Também temos uma fungao escalar que descrevera o sistema
mecanico e que definird as equacoes de movimento para as variaveis q; e p;.
Esta fungao escalar é denominada Hamiltoniana, H (g, p,t). O ponto de
contato com o formalismo anterior é dado pela defini¢do de momento (2.6) e
pela expressao

H = Zpi(ji — L. (2.8)
=1

Em uma linguagem matematicamente mais precisa, dizemos que a Hamilto-
niana é a transformada de Legendre da Lagrangeana.

As equacgoes de movimento para q; e p; podem ser obtidas considerando-
se a derivada

Por outro lado, da relacgao (2.8), temos

n o oL oL .
dH = ) Pidds + didpi — 5 -dai — o dd | -
i=1 ? ¢
oL
— Ta.
ot
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Comparando-se as duas expressoes para dH, temos a relacao do momento
(2.6) e as equagoes

— oOH
q; = ap; ’
. OH
p'L - aqi 9
OH oL
= - ==, (2.9)
ot ot

A segunda equagao foi obtida considerando-se a relagao (2.6) e a equagao de
movimento (2.5):

oL
dq;’
As equagoes (2.9) sao conhecidas como equagdes de Hamilton e determi-

nam completamente a dinamica do sistema. Podemos analisar a evolucao
temporal de qualquer funcao real f definida no espaco de fase. Basicamente,

temos
df - [9f ., Of . of _
- = ‘E_ (a—qifh + _pz> + =

Pi

dt =1 sz ot
_ z”:(afBH of aH) of
-~ = \9q;9p; Opidq;) Ot
of
= {HH}+ 5 (2:10)

onde os parénteses sao os assim denominados parénteses de Poisson que para
duas funcoes f e g se escreve

_&.(0f g Of dg
EA Z:ZI (3%‘ Op; Op; 3Qi> ' (2-11)

Exercicio 27 Mostre as sequintes propriedades dos parénteses de Poisson:
a) Bilinearidade:

{fag+h} = {fag}+{f9h},
{f +g,h} {fsh} +{g,h},
{Afag} = {fa)‘g}:A{fag}‘
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b) Anti-Simetria:
{f;9}y =—{9g,f}.
c) Identidade de Jacobi:

{f’ {ga h}} + {ga {ha f}} + {h’ {f9 g}} = 0.
d) Derivagao:

{f.gh} = g{f,h}t+{f.9}h,
{fgah} = f{gah}+{f7h}g°

Exercicio 28 Mostre a relagao fundamental dos parénteses de Poisson;

{Qian} = 0,
{piapj} = 0,
{a:i,pi} = 05 (2.12)

Devido a anti-simetria dos parénteses de Poisson, podemos ver que se a
Hamiltoniana nao possui dependéncia explicita no tempo entao ela é conser-

vada, ou seja
dH O0H OH

— ={H,H — =
g~ ULHIT 5=,
Também podemos escrever as equagoes de Hamilton (2.9) como
G = {a, H},
pi = {pi,H}. (2.13)

O problema das simetrias em um sistema mecanico também pode ser tra-
duzido para o formalismo Hamiltoniano. Primeiramente devemos considerar
os difeomorfismos em I' que transformem as coordenadas q e p em novas
coordenadas @ e P tais que exista uma nova funcao Hamiltoniana K de
forma a obedecerem as equacoes de Hamilton

0K . 0K
- , Pi=— .
OF; 0Q;
Uma transformacao deste tipo é denominada transformacao canonica. Dizer

que as duas Hamiltonianas geram a mesma dinamica é equivalente a dizer
que as agoes

Qi

S=| > pg—H
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v= [y ra-x
a ;4

1=

diferem por um termo de fronteira ou por uma derivada total, isto é
bdF

A funcgao F', é denominada funcao geratriz da transformacgao canonica. A
priori, a funcao F' deveria depender explicitamente de todas as coordenadas,
ou seja F' = F(q,p, Q, P,t), mas devido a relagao

n n . dF
izzlpq ; Q + (2.14)

podemos concluir que F' pode ser de um dos seguintes tipos:

Fl(anat)a F2(q9P7t)7 F3(p?Q’t)’ F4(p>P’t)’

Por exemplo, se utilizarmos uma funcao geratriz do tipo Fj e substituirmos
em (2.14), teremos

i . H—i(PQ-I-aFl'—l-aFlQ) K+8F1
p p’Lq’L - po T 1 8q1, q’L 8Ql T 8t .
De onde podemos deduzir as expressoes
K — H+ OF,
N ot ’
_ OF,
b; = 8q; s
OF,
P, = — .
0Q;

A funcao F3 pode ser obtida como uma transformada de Legendre de Fi:
Assumindo-se que

oOF,
0Q;’

P, =
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Temos entao n
F, =) PQ;+ Fu.
=1
Substituindo em (2.14), obtemos

n

~ : : 5 ~ OF
> pigi—H = ) (PiQi + PQ; + PQi——4adi+
i=1 9

i=1 @
3F1 . aFl
t @0 K+ (2.15)
de onde temos as expressoes
K — H+8F2—H+8F1
B ot ot ’
_ O0F
p'l: - aqz 9
Q, = OF,
P aPZ'

As Funcoes F3 e Fy também podem ser obtidas como transformadas de Le-
gendre da mesma forma.

Vamos considerar alguns exemplos de transformacgoes canonicas. Primei-
ramente o exemplo mais simples, a transformacao canonica gerada por

F, = Z q; P;.
i=1

Entao, podemos escrever as relacoes

- oR

pl - 8qi - 19
OF,

Q: = oP, = q;,

K = H.

Esta é a transformacao identidade.
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Um exemplo um pouco mais elaborado sao as transformacoes de coorde-
nadas, Q@ = f(q,t). Podemos escrever a funcao geratriz

F, = Z fi(q’ t)Pia
i=1

cujas relacoes resultam em

OF:. o
b = 2 - _fljza
dq; 0Oq;
OF:
Q: = an:fi(qat)a
of
K = H+ —.
* ot

Exercicio 29 Mostre que se f é uma transformacdao ortogonal, isto €,

n
Q= E a;;jq;,
i=1

onde a matriz A = (a;j) € ortogonal, entio os momentos também se trans-
formam sequndo a mesma transformagao ortogonal, isto é

n
P, = Z a;;p;-
i=1

Por 1ltimo, uma tranformacgao que troca os papéis das coordenadas e
momentos, gerada pela funcao

F =) qQ;.
=1

As relagoes se escrevem

. oF; —9Q
p'L aqi - 19
or
P, = — qi,
0Q;



CAPITULO 2. O M.A. NA MECANICA CLASSICA 37

Para finalizarmos, vamos considerar agora as transformacoes canonicas
infinitesimais

Qi=4q;+6q; , P,=p;+ p;.

Seja um nimero € > 0 de quadrado desprezivel, e considere a fungao geratriz

F, =) q:P;+ €G(q, P).

i=1

Note que se € = 0, a funcao geratriz F3 gera a transformacao identidade.
novamente, podemos escrever as relagoes

p; = OF; — P + ea_G
’ 9q; Y 9g;
OF, oG
Q; = BPi:qi+€8_H:
B oG
= g+ Ga—pi-

a segunda igualdade foi considerada porque o préximo termo na derivada em
relacdo a P; seria da ordem €2, que estamos considerando desprezivel. Em
resumo, temos a transformagao

P, = pi— GB_G,
0q;

B oG

Q: = q;+ Ga—pi-

Consideremos um exemplo importante, a transformacao infinitesimal ge-
rada pela Hamiltoniana G = H (g, p) por um intervalo de tempo € = dt,
entao

oH
Ap; = P, —p; = —dta— = p;dt,
OH
Ag; = Q;—q; = dta— = q;dt.

Assim, a Hamiltoniana realmente gera a evolucao temporal, esta, por con-
trapartida, é uma transformacao canonica.
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Vejamos o que ocorre com uma fungao arbitraria f(q, p) quando subme-
tida a uma transformacao canonica infinitesimal;

oG oG
i (Qi +€—,p;i — 6—) — f(qi,pi) =

op; 9dq;

z": (a £0G of 8G)
= € —_ —
— \0q;0p; 0Op; 0g;

= e{f,G}. (2.16)

Agora podemos voltar a questao de simetrias na mecanica Hamiltoniana. As
simetrias sao as transformagoes canonicas que preservam a Hamiltoniana.
Pela expressao (2.16), as simetrias sdo geradas por fungoes cujos parénteses
de Poisson com a Hamiltoniana se anulam. Por outro lado, a expressao (2.10)
nos mostra que as fungoes que possuem os perénteses de Poisson nulos com a
Hamiltoniana sao quantidades conservadas. Logo, aqui estd uma formulacao
um pouco modificada do teorema de Noether para a mecanica Hamiltoniana:

Af =

Teorema 4 As funcoes geratrizes de transformacoes canonicas de simetria
sao quantidades conservadas []

Consideremos mais dois exemplos de transformagcoes canonicas infinitesi-
mais. O primeiro exemplo é dado pela translagao na 2-ésima coordenada

Q; =q; +€b;; , P;=p;.
E facil ver que a funcao geratriz desta transformacao é dada por
G = Di,

ou seja, a t-ésima componente do momento é o gerador infinitesimal das
translagoes na #-ésima coordenada.
Considere agora uma rotacao no eixo z de um angulo €, entao

Xl = &1 — €I,
Xo = x2 + exq,
X3 = I3.

Também sem muita dificuldade, podemos ver que a funcao geratriz desta
tranformacao é
G = x1p2 — T2p1 = Ls.
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Exercicio 30 Mostre que para uma transformac¢ao canonica correspondendo
a uma rotagao infinitesimal ao redor do eixo 1, a funcdo geratriz serd

G=1L-q.

Logo, o momento angular ¢ o gerador infinitesimal das rotagoes, conside-
radas como tranformacoes canonicas.

Exercicio 31 Mostre que os parénteses de Poisson entre as componentes do
momento angular se escrevem

3
{Liy L;} =) €Ly (2.17)
k=1

Note a semelhanca existente entre esta dlgebra e a algebra gerada pelos
vetores da base canonica de R3 pelo produto vetorial.



Capitulo 3

O Momento Angular em
Mecanica Quantica

Como vimos no capitulo anterior, o momento angular pode ser visto como
uma quantidade conservada decorrente da isotropia espacial bem como pode
ser visto como um gerador infinitesimal de rotagoes vistas como transfor-
macoes canonicas no espaco de fase. Neste capitulo veremos a teoria do
momento angular em mecanica quantica e a teoria do spin, que pode ser
entendido fisicamente como um momento angular intrinseco das particulas.
Ambas as teorias estao relacionadas com representacoes de algebras de Lie.

3.1 Do Classico ao Quantico

Um sistema quantico é caracterizado por seu espaco de estados. Um estado
¢ uma configuracao fisica possivel que o sistema pode assumir e basicamente
¢é descrito como um vetor em um espaco de Hilbert.

Definicao 8 Um espago vetorial H sobre C é um espaco de Hilbert se esta
munido de uma forma sesquilinear

() : HxH — C,
(v,w) — (v|w)
(3.1)

obedecendo

o) (u+vw) = (ulw) + (v|w),

40



CAPITULO 3. O M.A. EM MECANICA QUANTICA 41

(ulv + w) = (ulv) + (ulw),
(u|Aw) = A(vjw), VA eC
b)  (v|w) = (w|v).
c) (v|v) > OVw € H,
(vlv) =0 v =0.

Com a condi¢ao adicional que H seja um espago completo pela norma defi-
nida por (|).

Exercicio 32 Mostre que
Au|w) = A{v|w), VA € C.

Denotaremos os estados fisicos por |¢). Esta é a notagdo padrao encon-
trada nos livros de mecanica quantica e é denominada notacao de “bras” e
“kets”. Um “bra” é na verdade um vetor do espaco vetorial dual a H, que
devido a forma sesquilinear pode ser identificado com H. Os “bras” sao de-
notados como (| que quando aplicados a um “ket” formam um “bracket”
(parénteses), que é dado pela forma sesquilinear

(D).

Falando mais rigorosamente, um estado é um raio no espaco de Hilbert pois
os vetores |1) e A|yp) para A € C constituem o mesmo estado. Assim, o
espaco de estados é um espago projetivo, mas nao vamos entrar em detalhes
quanto a isto.

Durante todo este capitulo, consideraremos nosso espaco de Hilbert como
o espaco das funcoes a valores complexos e de quadrado integravel em R3,
denotado por L?(R3), ou algum sub-espaco de dimensao finita do mesmo.
Por quadrado integravel queremos dizer que a funcdo ¥ = (x), onde
x = (T1, T2, T3) € R3 possui a integral

/ ()2 dz = / da / dzs / Ay [1(21, w3, 23) 2 < 00.
R3 — o0 — 00 — 00

O produto escalar entre dois estados |¢) e |¢) é dado por

@) = | d@w(e)da. 32
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Mais adiante esclareceremos um pouco mais o que pareceu uma confusao de
notacao entre estados e fungoes.

Em segundo lugar, os observaveis em mecanica quantica serao operadores
auto-adjuntos, ou Hermitianos, sobre o espaco H.

Definicao 9 Seja H, um espaco de Hilbert. Seja também um operador A :
H — H. O hermitiano conjugado de A €é o operador A' definido pela
rela¢ao

(ATv|w) = (v|Aw).

Dizemos que A € hermitiano se At = A, anti-hermitiano se At = —A e
unitdrio se AV = A=,

Exercicio 33 Mostre que se um operador é hermitiano entao seus auto-
valores sao numeros reais.

Exercicio 34 Mostre que dois auto-vetores de um operador hermitiano com
auto valores distintos sao ortogonais.

Os operadores hermitianos sao importantes devido a sua propriedade de
possuirem auto-valores reais. Os auto valores sao os possiveis valores que
podem ser obtidos de uma medida fisica do observavel em questao. Também
temos este resultado importante da teoria de operadores, que utilizaremos
sem prova, conhecido como “teorema espectral”.

Teorema 5 Todo operador hermitiano em um espaco de Hilbert define uma
base ortonormal de auto-vetores neste espaco [

Assim, um estado normalizado |¥) pode ser expandido em uma base de
auto estados |¢,) de um certo operador A,

%) = anl|tn).

As quantidades 0 < |a,|? < 1 sao interpretadas como probabilidades do
estado |t), estar no estado |1,). As interpretacoes probabilisticas das nor-
mas dos estados junto com a interpretagao dos auto valores dos operadores
hermitianos como as possiveis medidas fisicas dao todo o contetudo fisico do
sistema quantico.
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A conexao com a mecanica classica é feita associando-se a cada observavel
classico f(q,p) um operador auto adjunto f de forma que o limite clédssico
do comutador entre dois operadores,

f.a| = fa-af,

seja igual ao valor dos parénteses de Poisson dos observaveis classicos asso-
ciados. Em outras palavras, temos

i [.9] = {.9}. @9

Em particular, para os operadores associados a posicao, Q;, e momento,
P; teremos a seguinte relagao de comutacao, baseada na expressao (2.12)

[Qia QJ] = 0,
[Pi? -PJ] — 07
[Qi, P;] = hdy;. (3.4)

Exercicio 35 Mostre que o comutador entre dois operadores obedece as mes-
mas propriedades que os parénteses de Poisson apresentadas no capitulo an-
terior, a saber: bilinearidade, anti-simetria, indentidade de Jacobi, e deri-
Va¢ao.

Até o momento, vocé viu varios exemplos do mesmo objeto matematico,
vale a pena agora uma pausa para uma definicao formal:

Definicao 10 Uma dlgebra de Lie é um espaco vetorial £ munido de uma
operacao bilinear e anti-simétrica
L]:LXxL — L

(v,w) — [v,w],
(denominada parénteses de Lie) satisfazendo a identidade de Jacobi.

Veja que na definicao nao exigimos que os parénteses de Lie também sejam
uma derivacao, o que ocorre em uma série de exemplos, mas nao em outros.
Como exemplos de dlgebras de Lie podemos citar o espaco R3 com o produto
vetorial X, o espaco vetorial das fungoes infinitamente diferenciaveis definidas
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no espago de fase, denotado por C*°(I'), com os parénteses de Poisson e os
operadores lineares sobre um espago de Hilbert (se for em dimensao finita,
podemos falar também em termos de matrizes n X m) com o comutador.

Voltando ao nosso exemplo principal no espago L?(R*). Como os ope-
radores posigdo comutam entre si pelas relagoes em (3.4), podemos escolher
estados que sejam simultaneamente auto estados de X;, X5 e X3. Denomi-
namos estes estados

le, T2, 333>7

tais que
X1|581,i152,$3> = 331|5151,$2> 5'33),
X2|fl31,ﬂ32,5133> = w2|a:1,:1:2, 5133>,
X3|a:1,az2,:1:3) = CE3|331,332, 333)-

Estes estados sao as “fungoes” localizadas no ponto (&1, T2, x3) tais que a
integral de seu médulo ao quadrado em todo espago seja igual a 1. Outra
forma de dizer o mesmo é que

(w1, T2, T3| T, Ty, T) = O(@1 — @) (22 — @) (w3 — ),

onde &(x; — x}) é a “funcao” Delta de Dirac. Assim, dado um estado
normalizado |1), definimos a fun¢ao de onda a ele associada por

Y (x1, T2x3) = (@1, T2w3|0)),
e seu complexo conjugado por
m = (Y|T1, T2x3).
Assim, o estado |tp) pode ser escrito como
[) = (@1, T23) |1, T2T3). (3.5)

Exercicio 36 Mostre que o operador identidade pode ser expandido nos auto
estados de posi¢ao |xy, o, T3) como

.[d:/ dil:l/ d$2/ da:3|a31,:132,a:3>(:l:1,:1:2,:133|.

Sugestao: Opere em algum estado |Y) e compare com a formula (3.5).
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Exercicio 37 Com o auzilio do operador identidade, explique melhor a formula
Nesta base de auto estados de posicao, os operadores de momento P; se
realizam como
13)
P, = —ih—. (3.6)
T
Exercicio 38 Mostre que os operadores X; e Pj, conforme definido em
(8.6), obedecem as relagoes de comutagao (3.4). Sugestao: Aplique em um
estado expandido em termos das fungoes de onda como em (3.5).

Para encerrarmos esta se¢ao. Precisamos de mais um item, as simetrias
e a evolucao temporal. Bem as simetrias de um sistema quantico sao dadas
pelos operadores unitarios, pois eles preservam a forma sequilinear.

Exercicio 39 Demonstre o fato que os operadores unitdrios preservam a
forma sesquilinear:

(Ad|AY) = (B|9).

A evolucao temporal é baseada na mecanica classica, onde a Hamiltoniana
gera a evolucao temporal do sistema. Basicamente traduz-se a Hamiltoniana
classica no operador quantico correspondente (nem sempre isto ¢ trivial, pois
hé problemas com o ordenamento) e entao postula-se que evolugao temporal
de um estado quantico seja dada por

N o
Hlyp) = aho[4). (3.7)

A equacao (3.7) é conhecida como a equagao de Schrodinger e é compativel
com a equacao de Heisenberg para a evolugao temporal de operadores

dA 1 .

2= [A, H} , (3.8)

dt wh
que nada mais é que a tradugao da equagao de evolugao cldssica (2.10) para o
caso quantico. Estas sao duas perspectivas diferentes para a evolucao tempo-
ral na mecanica quantica conhecidas como picture de Schrodinger e picture
de Heisenberg. Enquanto o primeiro estabelece a evolucao dos estados e os
operadores fixos, o segundo considera a evolugao temporal dos operadores,
atuando em um espaco fixo de estados. A conexao entre os dois pictures esté
no valor esperado de um operador A no instante ¢, ou seja

(P()|Al(t)) = (ol A(t)|tho)-
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Exercicio 40 Mostre que a Hamiltoniana cldassica em trés dimensoes
1 — g —
H=_—p-p+U("),
2m

se traduz no operador quantico

2

. R,
H = ——V +U(CU1,$2,.’133),
2m

onde V2 € o laplaciano em trés dimensoes e U € apenas a multiplicacdo pela
fungao U.

3.2 O Momento Angular Quantico

Vamos utilizar as regras de quantizacao apresentadas na secao anterior pa-
ra descrevermos o momento angular quantico. Como as componentes do
momento angular classico podem ser escritas como

3
L; = E €ijkTjDks
J,k=1

entao as componentes do momento angular quantico serao definidas como os

operadores
3

Li = Z Giijij,.

k=1

Nao utilizaremos ~ no operador momento angular para nao carregarmos a
notacao e a nao ser que se diga o contrario, somente falaremos de operadores
daqui para frente.

Exercicio 41 A partir das relagoes de comutagao (3.4), mostre que o mo-
mento angular satisfaz as relagoes

3

[Liy L] =) €0 L (3.9)

k=1
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Exercicio 42 Mostre que o operador de Casimir,
L>=L%+ L+ L3, (3.10)

que € o operador correspondente ao quadrado do momento angular total
classico, comuta com todas as componentes L; , 1 = 1,2,3.

Ao longo desta se¢ao, vamos trabalhar com operadores mais apropriados.
Portanto, vamos definir os operadores

Ly =1L, +1L,. (3.11)

Da expressao acima é facil ver que que L4 nao sao mais operadores hermi-
tianos, mas que L_ = (L)".

Exercicio 43 Mostre que as relagées de comutacio (3.9) se escrevem em
termos de Ly e Ly como

[L3, Li] - :I:hL:t 9 [L+, L_] - 27'_LL3. (312)

Exercicio 44 Mostre que o operador de Casimir (3.10) pode ser escrito
também como

1
L' = _(LyI-+L_Ly)+ILj=

= LyL_+L3—hL;=
= L_L,+ L2+ hLs. (3.13)

O objetivo desta secao é encontrar os possiveis sub-espagos de estados
sobre os quais as componentes do momento angular ajam como operadores
lineares. Em outras palavras, vamos encontrar representagoes da algebra de
Lie do momento angular. Apenas um comentario, formalmente esta algebra
de Lie é isomorfa a aquela dos geradores infinitesimais de rotacoes em R3,
logo denominaremos esta algebra como a algebra de Lie do grupo SO(3),
denotada por s0(3). Veremos no préximo capitulo que todo grupo de Lie esta
associado a uma algebra de Lie, mas neste vamos explorar as propriedades
desta algebra de Lie em particular.

Como todo operador hermitiano determina uma base ortonormal de au-
to vetores e operadores que comutam entre si podem ser diagonalizados si-
multaneamente, entao vamos escolher estados que sejam ao mesmo tempo
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auto-vetores do operador de Casimir L? e da componente Ls do momento
angular. Ou seja escolhamos estados |\, m), tais que

<)‘9 m|)‘,3 m,> - 6)\)\'5mm’7
e que obedecam
L3\, m) = AN\, m) , Ls|A\,m) = hm|\,m).

Antes de continuarmos, apenas um comentario a respeito de unidades. O
momento angular possui a mesma dimensao que a acao ou seja ML2T—!
(massa X comprimento ao quadrado X inverso do tempo). Entao, para que
as equagoes acima ficassem dimensionalmente corretas, o auto-valor referente
a Lz deve ser proporcional a A (que possui dimensao de agdo) enquanto o
auto valor referente a L? deve ser proporcional a AZ.

Note que o auto valor A tem que ser positivo pois

A = (A, m|L}\,m) =
= (A,m|(L{+ L} + L3) |A\,m) =
|L1|A, m)[* + |La| A, m)|* + | Ls| X, m)|* > 0.
Esta nao negatividade do auto valor relativo ao Casimir serd importante
para determinarmos por exemplo as dimensoes dos possiveis espacos que
carregam as representacoes. Vejamos agora que o espago gerado pelos au-
to vetores |\, m) permanece invariante pela agdo de qualquer elemento da

algebra s0(3), ou seja, ao aplicarmos os outros geradores da dlgebra nos auto
vetores, continuamos a ter auto vetores.

Proposigao 6 Os estados Li|A, m) também sao auto vetores de L* e L.
Demonstracao: com respeito a L2, sem problemas, pois
L?Ly|A\,m) = Ly L*|\,m) = h®AL4|\,m).
Com respeito a Lg, temos

LsLyi|A\,m) = LiLs|A,m)+ [Ls, Li] A, m) =
= h(m £ 1)Li|A, m) |
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Podemos ver da demonstracao acima que

LiA,m) = ¢,|Am+1),
L_|A,m) = c,,,|\,m—1). (3.14)
Lembrando-se que L_ = (L4)', temos que L_|\,m) = ((\,m|L,)* e

vice versa.
Por um lado, a partir das relagoes (3.14) temos que

2

(Am|L_Li|A\,m) = |L+|)\,m>|2=‘ci—m’ ’
— 12

A m|LyL_|A,m) = |L_|]A,m)|* = |cy,| -

Por outro lado, a partir da definigao do operador de Casimir em (3.13) temos
que

(A, m|L_Li|\,m) = (A\m|(L*>— Lj — hLj) |A\,m) =
= R2A—m(m+1)) =|ch,|" >0,(3.15)

(A, m|LyL_|X\,m) = (A\m|(L*>— Lj + hL3) |A\,m) =
= B2 (A —m(m —1)) = |cx.|* > 0.(3.16)

Destas equagoes acima obtemos duas condig¢oes

A—m(m+1) > 0,
A—m(m—1) > 0.

Da primeira, concluimos que deve haver um nimero I = m 4, tal que
A—Il(l+1) =0, ouseja XA =1I(+1). A partir de agora, passaremos
a denominar os estados |X, m) por |[l,m). E ficil ver que L4 |l,l) = 0.
Substituindo o valor de A na segunda desigualdade, concluimos que

m(m —1) =1l +1) = (m+)(m — (1 +1)) <0,

Assim m = —1 é o valor minimo do autor valor m, quando temos a igualda-
de. Neste caso, L_|l,—1) = 0. Assim temos que os auto valores de Lg
devem estar no intervalo —I < m < [. Veja agora que a cada vez que
aplicarmos L_ ao estado |l,1), teremos um auto estado de Lz cujo auto
valor serd decrescido de uma unidade. Assim deve haver um nimero inteiro
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n tal que I — n = —I. Disto concluimos que o niimero I deve ser um inteiro
ou semi-inteiro positivo e que os possiveis auto valores de L3 sao os 21 + 1
valores m = —Il, -l +1,...1 — 1,1.

Agora, devemos calcular os coeficientes cljfn conforme definidos em (3.14).
De (3.15) temos que

eh P =mAl+1) —mm+1) =21l —m)(+m+1).
Ja da expressao (3.16) podemos concluir que
leml? = B2 (AU +1) —mm —1)) =2 (I +m) (I —m+1).

Concluindo: para cada valor de I € %Z, podemos determinar um sub-
espago de dimensao 21 4+ 1 gerado pelos vetores |l, m), com
m=-—Il,—l+1,...1 — 1,1, tal que

L2|l’m> = hzl(l + 1[I, m),
Li|l,m) = hml|l,m),
Lijl,m) = W/IFm)(l+tm+1)|l,mE1). (3.17)

Note que cada sub espaco rotulado por I (vamos denominar esta quan-
tidade de spin da representagao), nao possui algum sub-espago invariante
pela acao dos elementos da algebra. Ou seja, nao podemos subdividir uma
representacao de spin I em representacoes menores. A estas representacoes
que possuem esta propriedade damos o nome de representacoes irredutiveis.

Podemos também representar os operadores como matrizes atuando nes-
tes sub espagos, por exemplo, para a representacao de spin I = %, temos um
espaco de dimensao 2 e as matrizes 2 X 2 representando L4 e L3 sao

01 00 h/1 0
L+_h(0 0), L__h(l 0), L3_5(0 _1).

Ja em spin I = 1 temos

0 vV2 0 0O 0 O
L,=h|l0 0o v2 |, L_.=hr|v2 0 0|,
0 0 O 0 v2 0
10 0
L;=h[ 00 O
00 —1
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Note que nao nos preocupamos com a forma de L? pois sempre serd para
qualquer spin I da forma

L2 — hzl(l + ].)Idzl_'_]_.

Exercicio 45 FEscreva as matrizes correspondentes aos operadores Ly e Lg
nas representacoes de spin l = g el = 2.

Na préxima secao trataremos das representacoes com spin inteiro. Neste
caso, os estados podem ser escritos como funcgoes de onda no espago tri-
dimensional. Somente apds trataremos o caso de representacoes com spin
semi-inteiro, que nao possuem realizacao direta como funcgoes mas que re-
velam propriedades importantes e sao fundamentais na fisica para a des-
cricao do spin. Na verdade as representacoes de spin semi inteiro somente
s@o possiveis como representacoes da algebra de Lie do grupo SU(2), cujas
relagoes sao idénticas, mas que geram grupos diferentes que possuem pro-
priedades topolégicas distintas.

3.3 Harmonicos Esféricos

Conforme vimos na férmula (3.6), o momento pode ser visto como um ope-
rador derivacao no espaco de fungoes. Assim as componentes do momento
angular podem ser escritas como os operadores

L, = —zh(wga —5838),
8%3 amz

L2 = —’Lh<w38 —:1318),
8(131 8(133

L3 = —zh(wla —3328).
8.’132 8.’131

Podemos descrever estes operadores de uma forma mais conveniente utilizan-
do coordenadas esféricas (1.1)

x1 = rsinf cos ¢,
Ty = rsin@sin ¢,

xr3 = rcosf.
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A matriz Jacobiana da transformacao ¢é descrita como

Ox1 ox1 ox1

or 96 8% sinfcos¢ rcosf@cos¢ —rsinfsingp

T2 T2 o _ . . . .

o 86 a9 | = | sin Osingp rcosfsing 7sinfcoso ,
Ox3 Oz3  Ozs cos 0 —rsiné 0

ar 080 8¢
cuja inversa €

or ar or

dg; g2 Ogs 1sm 0 cos ¢ 1sm 0 sin ¢ C1OS 0
~— | = | -cosOcos¢p —cos@singp —=sinf

ox1 Ox2 8:133 r 1 . r 1 r

96 06 99 ———sin¢ — COS @ 0

Ox1 Ox2 dx3 rsin@ rsin@

Utilizando estas jacobianas, podemos escrever

o or 0 00 0 0¢ O

oz, _ Oz, 0r | 02,00  0x,00

in 6 cos g0 + cos O cos o — sing—— 2
= S COS O— cCOsSsvcCos@—— — S _—
o or r 00 o rsin@ ¢’
9 ara+aea+a¢a_
Oxs Oz Or 0200  Ox200
— Sin@sin— + cos Bsin g v + cos
— SIlnou sin 87‘ COS U sin 7'80 COS rsineaqb,
& ara+aea+a¢a_
dxs  Ox30r Ox300 Ox30¢p
10
= cosf@— —sinf——,
or r 00

e assim, apos alguns célculos faceis, porém tediosos, encontramos as compo-
nentes do momento angular e o operador de Casimir escritos como operadores
diferenciais

o 6 0
L, = +het® (— + zc.i—) ,
00 sin 8 0¢
o

%a

. 9 1 9 /. o 1 02
L = —h —— |sinf— |+ ——S———=|. (3.18)
sin 6 00 00 sin” 0 9¢?

L3 = —1h
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Exercicio 46 Mostre que a hamiltoniana de uma particula livre em coorde-
nadas esféricas se escreve como um termo dependendo de derivadas radiais e
termos dependendo de derivadas angulares, sendo que estes sao proporcionais
ao momento angular quantico, ou seja

. 12 R o 0 1
H=—-—V*=— (2 )+ L2,

R /r' R
2m 2mr2 Or or 2mr2

Note que nao ha derivadas com relagao a r nos operadores de momento
angular, logo as representagoes irredutiveis da dlgebra so(3) sao sub-espagos
de dimensao finita do espago de fungoes integraveis na esfera L?(S?). Deno-
taremos estas fungoes por

Yim (0, ¢) = (0, |l, m) = O, (0) P (),
tais que
L*Y (0, ¢) = P11+ 1)Yim, L3Yim (0, ¢) = hmYin (6, ¢),

e que sejam ortonormais, ou seja:
27 ™
U',m'|l,m) = / do / dfsin0Y, ,(0,9)Y;,(6,0) =
0 0
27

— / d$ 37, (), () / d0sin 0 0%, (8, $)Oum (0, $)

- (Sll’ 6mm’ .

A dependéncia na variavel ¢ é facilmente encontrada utilizando-se a condig¢ao
do auto-valor do operador Lg,

0% (4) _
9y

L3Y2m(07¢) - _zhe)lm(e)

O que resulta, apdés a normalizagao em

ezm¢ .

() =

1
V2
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Ha duas maneiras de se obter a dependéncia em 6 na fungao de onda.
a primeira é analisando a atuacao do operador de Casimir como operador
diferencial

h? 0 h2
LY (0 = — — (sin0@’_(0)®,, _ O, (0)®" =
m (6, ¢) 0096 B 0Om(O)2m(9)) — 25 Om(0)2,

h? cos@ h?

S _@l 0 meo @// mmo
V2w sin 0 im(0)e V2 m© +
h2

+ ————m?0,,(0)e™? =

V2msin? 0

h2
= (1l 4+ 1)0,,,(0)e"™?.
m( + ) l ()6

Apdés eliminarmos a dependéncia em ¢ na equagao acima, obtemos a equacao
diferencial de segunda ordem

o + %% L (lury— ™ Ve, =o
Im * sing '™ sin” 6 m =

mn

cuja solugao é [14]
O (0) = Cpp P, (cos 0),

onde P,™ sao os polinomios de Legendre associados, que podem ser escritos
na forma

P, (w) = (1 - ) dxml

e Py, sao os polinomios de Legendre, dados na féormula de Rodriguez como

1]

Py (z),

1 d
2t dat
Como um exemplo, podemos escrever os primeiros polinomios de Legendre,

P(x) = (® — l)l .

Py(cosB) = 1,
Py(cos@) = cos@,

1
P;(cos0) = 2 (3cos?6 —1),

1
P;(cos ) = 2 (5cos®@ — 3cosb),
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e os primeiros polinomios de Legendre associados
P,'(cos9) = siné,
P,'(cosf) = 3cosfsind,
P,%(cosf) = 3sin®0,

3
Ps'(cos9) = 2 sin@ (5cos®*0 — 1),
P;*(cos @) = 15sin? 6 cos 6,
Ps*(cosf) = 15sin®6.

Os coeficientes CY,, sao determinados a partir da normalizacao dos po-
linémios de Legendre associados. Podemos encontrar na literatura [1, 14]

B m | U+1)\ (I —m)!

Colocando todas as coisas juntamente, obtemos as funcoes de onda

Yim (0, ¢) = (—1)m\/ ((2144; 1)) 8 :L ”m"iiam(cose)emﬂ m > 0,

que sao denominados harmonicos esféricos. Podemos observar pela forma das
solucoes que estas somente estao bem definidas para [ e m inteiros. Logo
somente as representacoes de spin inteiro podem ser escritas como fungoes
de onda espaciais.

Um segundo método para se determinar os harmonicos esféricos é utili-
zando os operadores L. Sabemos que

LYyu(6,¢) =0,

logo, utilizando a forma do operador L4 em (3.18), temos

1
L+Kl(93 ¢) - \/%L_F@”(H)e”‘ﬁ =
het(1+D)o her(1+)o cos 0

= ——— O l ®=0
V2w ut? V2T (Z)Sing ’

de onde obtemos a equagao

, cos 0
0, — 1

sin

O;=0
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cuja solucao é
@”(0) = Cl Sinl 0.

Os coeficientes Cy podem ser obtidos ao impor-se a normalizacao da funcao
de onda, apds algumas integracoes podemos obter [1, 14]

1)t /(21 !
o (U [@tn
2! 2

Colocando todas as coisas juntamente, obtemos

—1)F [0 +1)
Yu(0, ¢) = (2ll') ( = ) e? sin' .

As outras funcoes Y, podem ser obtidas aplicando-se sucessivamente o ope-
rador L_ na representacao de spin [ e acertando-se os coeficientes, resultando
na seguinte forma equivalente para os harmonicos esféricos:

(—1) ((2l + 1)) (1 4+ m)! e™® d-—™sin* 0
27! 47 (I — m)!sin™ 6 d(cos 6)!-™’

1flm(ea ¢) =

m > 0.

Embora este processo seja muito mais direto, no sentido que sé é necessario
resolver uma equagao diferencial de primeira ordem, pode-se notar que é
muito mais trabalhoso.

Exercicio 47 FEncontre os primeiros harmonicos esféricos para l = 0,1,2
conforme estao escritos explicitamente abaizo:

1
Yoo(0,9) = \/T_ﬂ"
3
Yio(6,6) = ||+ cost,
3 +1¢
Y1,+1(0,9) = F 8_71_6 sin 0,
5 2
Y20(0,9) = E(?’COS 6—1),
15 T s
Yaur(6,9) = Fy/e*?sin6coso,
™
15
Yv2,:|:2(09¢) = Eeizwsinze.
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3.4 Teoria do Spin

A primeira evidéncia experimental que os elétrons possuiam uma outra quan-
tidade fisica intrinseca além da energia e do momento angular foi através da
experiéncia de Stern-Gerlach (1922). O experimento basicamente consistia
em fazer passar um fluxo de atomos de prata por um campo magnético nao
uniforme e entao medir a distribuicao dos mesmos em um anteparo. Devido
a configuracao eletronica da prata a expectativa era obter uma distribuigao
espacialmente simétrica. Mas, pelo contrario, foi observado que o feixe se di-
vidia em duas componentes distintas. Da teoria classica do eletromagnetismo
pode-se concluir que a magnetizacao do elétron deve ser proporcional ao seu
momento angular. Logo, o elétron deveria possuir um momento angular in-
trinseco que desse conta desses momentos magnéticos discretos observados
(a imagem pictérica que se tinha era que o elétron além de realizar seu mo-
vimento orbital no 4tomo, também possuia um movimento de rotagao).

A primeira formulacao matematica para o spin fisico dos elétrons é devida
a W. Pauli. Ele postulou que um elétron podia ser modelado por um vetor
bidimensional complexo (sistema de dois niveis) e entao criou uma teoria de
momento angular que atuasse neste espaco. Em uma linguagem moderna, ele
construiu uma representacao bidimensional da algebra do momento angular
(que era de fato su(2)). Pauli descobriu que as matrizes 2 X 2 complexas
que realizavam as componentes do spin eram

h
S; = 50'11’ 1=1,2,3,

onde as matrizes o; sao hoje conhecidas como as matrizes de Pauli:

a(3): = (85) mm(3 %) o

Exercicio 48 Mostre as sequintes propriedades elementares das matrizes de
Pauli:

a) {0'1;, 0'_7'} = 0i0; + 0;0; = 257;j[d2.
3
b) [0, 05] = 21 Z €ijkOks
k=1

C) O-’IT = 03, TT(O-’L) = O, Det (UZ) = —]_,
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d) 010203 — ’L[d2,

3
e) 0,05 = 62’]’ + 1 E €ijkO k-

k=1

Portanto, pela propriedade b) do exercicio anterior, podemos ver que

3
[Si, S]] =h Z eiijk,

k=1

como a algebra do momento angular. Mas note que esta algebra de Lie,
apesar de possuir a mesma relagao de comutacgao, trata de objetos diferentes.
Veja que pela propriedade c¢) as matrizes de Pauli sao matrizes hermitianas
2 X 2 com traco nulo, que correspondem aos geradores infinitesimais do grupo
das matrizes unitarias 2 X 2 com determinante igual a 1, o grupo SU(2).

Exercicio 49 Mostre que se A é uma matriz hermitiana (ou operador her-
mitiano em geral). Entdo e é uma matriz unitdria (ou operador unitdrio,
no caso geral). Mostre também que de Tr(A) = 0, entdo Det (e*4) = 1.

Como o aspecto formal das algebras su(2) e s0(3) é o mesmo, o pro-
cesso de encontrar representacoes é andlogo ao apresentado na secao 2 deste
capitulo. Mas agora percebemos que su(2) admite representagdes de spin
semi inteiro. As proprias matrizes de Pauli sao a realizagao explicita dos
operadores na representacao de spin % Denotemos a base do espago por

22)= (o) [22)= (1)

Assim, as possiveis configuragoes de spin serao % e —%.

Exercicio 50 Mostre que neste espaco as componentes do spin podem ser
escritas como

01 00
S+:Sl+282:h(00> ) S_:Sl—ZS2:FL<10),

Lh/1 o , 3R* /10
S3_§<0—1> ’ S‘T(o 1)'
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Como o spin nao depende dos graus de liberdade espaciais, os geradores
S; comutam com os operadores de posicao X;, momento P;, e momento
angular L;, assim a funcao de onda total do elétron estd no produto de
dois espacos de representacao, um com spin I, referente ao momento angular
orbital e outro com spin % referente ao spin. Assim, a funcao de onda total
poderia ser escrita como

Vo (1:0,8) = U (1)Vin(69) |5 ) = (T @9 )

para um elétron de spin % e

Vo1 (1,0.0) = Eu0¥im(09) 3~ ) = (g st ) )

para um elétron de spin —%. Muito embora os operadores referentes ao mo-
mento angular e ao spin comutem, pode haver uma interacao entre estas
duas grandezas no que se refere as representacoes. Basicamente, os espagos
das representacoes do momento angular e do spin se misturam e este es-
paco produto pode ser escrito como a soma direta de outras representagoes
irredutiveis. Esta é a chamada decomposicao de Clebsch Gordan do produ-
to de representacoes e esta por tras, entre outras coisas, da assim chamada
interagao spin-orbita.

Por ultimo, devemos salientar que as matrizes de Pauli sao importantes
para descrever rotacoes no espago tridimensional devido a suas propriedades.
Esta inter-relagao serd melhor explorada no capitulo seguinte.

Exercicio 51 Sejam vV e w dois vetore em R3. Defina

-
g-*V = E ;0.

i=1
Mostre que

(c-V)(o-W)=(V-W)Ide+10-(VXW).



Capitulo 4

Grupos e Algebras de Lie:
Aspectos Teoricos

Neste capitulo, vamos revisitar alguns conceitos apresentados ao longo deste
minicurso sob um ponto de vista um pouco mais formal. Nossa discussao
se concentrou basicamente sobre grupos de Lie e dlgebras de Lie, portanto
daremos maior atencao as propriedades destes objetos matematicos.

4.1 Grupos de Lie

No primeiro capitulo demos a definicao de grupo. Vamos retomar esta defi-
nigao para explord-la melhor:

Definicao 11 Um grupo € um conjunto G munido de uma operacao

G XG — G
(a,b) — ab

tal que esta operacao seja
1. Associativa: (ab)e = a(bc).
2. Possua elemento neutro e € G, tal que ea = ae = a, Va € G.

3. E qualquer elemento a € G possua um inverso a~! € G, tal que

aa”! =ala =e.

60
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Se a operagao for comutativa (o que nao € necessdrio para a defini¢ao de
grupo), isto € ab = ba para todos os elementos a,b € G, entao o grupo é
chamado comutativo, ou Abeliano.

Exercicio 52 Mostre que em um grupo G somente pode existir um unico
elemento neutro. Mostre também que todo elemento a € G somente possui
um elemento inverso.

Definicao 12 Dado um grupo G, um sub-grupo de G, é um sub-conjunto
nao vazio H C G tal que

1. O elemento neutro pertence a H: e € H.
2. Dado qualquer elemento a € H, temos que a=! € H.

3. Dados dois elementos quaisquer a,b € H, temos que, ab € H.

Exercicio 53 Mostre que provar que um sub-conjunto nao vazio H C G
¢ subgrupo € equivalente a provar que se a e b sao elementos de H, entao
ab-l € H.

Aqui estao alguns exemplos de diferentes tipos de grupos. Em cada um
destes exemplos, um bom exercicio para o leitor é verificar explicitamente os
axiomas de grupo.

1. O grupo contendo somente o elemento identidade G = {e}. Este é o
grupo mais trivial que existe.

2. O grupo aditivo Zs, gerado pelos elementos 0 e 1 e cuja operagao + é
definida pela tabela

+
0
1

~olo
o RlR

3. O grupo das simetrias de um poligono regular de n lados, isto é, mo-
vimentos de rotacao ou reflexdes em torno de alguns eixos que deixam
a figura de um poligono inalterada.
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Exercicio 54 Determine o grupo de simetrias do triangulo equildtero
e do quadrado. Sugestao: Enumere os vértices do poligono e obser-
ve como estes indices se alteram ao aplicar-se as operacoes do grupo,
entao construa a tabela de composicao no estilo mostrado no exemplo
anterior.

4. O grupo de permutacoes de um conjunto de n elementos, S,,.
5. O grupo aditivo dos nimeros inteiros (Z, ).
6. O grupo multiplicativo dos nimeros reais nao nulos, (R\{0},.).

7. O grupo das transformacoes lineares inversiveis em um espaco vetorial
real (complexo) de n dimensées, GL(n,R) (GL(n,C)). A operagao
neste caso é a de composicao de duas transformacoes.

8. O subgrupo de GL(n,R) (GL(n,C)), das transformagoes lineares
cuja matriz de transformagao possui determinante igual a 1, SL(n,R)
(SL(n,C)).

9. Como ja visto no capitulo 1, o grupo das tranformacgoes ortogonais em
n dimensoes O(n) e seu subgrupo de determinante igual a 1, SO(n).

10. O grupo das transformacgoes unitarias em um espaco vetorial complexo
de n dimensdes, U(n). Isto é, dada a forma sesquilinear em C™

n
(wlw) = 3w,
i=1

o grupo U (n) é formado por tranformagoes lineares invertiveis A, tais
que
(Av|Aw) = (v|w).

O subgrupo das tranformacoes unitarias com determinante igual a 1,
SU (n), também é um exemplo de grupo.

Exercicio 55 Mostre que realmente U (n) e SU(n) sdao grupos.

Exercicio 56 Quais dos grupos acima sdo abelianos (inclusive para que va-

lores de n temos Sy, O(n), SO(n), U(n) e SU(n) abelianos)?
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Vocé deve ter notado que hé grupos com um numero finito de elementos,
grupos com um numero infinito de elementos porém que sao discretos (como
é o caso do grupo aditivo Z), e grupos que sao continuos (como por exemplo
R, GL(n,R), SU(n), etc). Portanto, ha outras propriedades matematicas
dos grupos, e nao somente sua estrutura algébrica que devem desempenhar
um papel importante na analise dos mesmos. E dentro desta perspectiva que
vamos definir o que vem a ser um grupo de Lie

Definicao 13 Um grupo de Lie G € um grupo com as sequintes propriedades:

1. O grupo G é uma variedade analitica. Isto é, uma variedade diferen-
cidvel cujas mudancas de cartas sao aplicacoes infinitamente diferen-
ciaveis e que podem ser expandidas em séries de poténcias.

2. A operacao de grupo e a inversao sao aplicacoes analiticas em G.

Se o leitor nao esta habituado com o conceito de variedade diferenciavel,
nao se assuste. Ao dizermos que G é uma variedade diferenciavel, apen-
as queremos dizer que na vizinhanca de qualquer elemento a € G existe
um sistema de coordenadas (xy,...x,) de forma que qualquer elemento
de grupo naquela vizinhanca pode ser escrito em funcao destas corrdenadas
b = b(xy,...,2,). Nao queremos dizer que exista um tunico sistema de
coordenadas que sirva para todos os elementos do grupo. Mas quando um
elemento pode ser escrito em dois sistemas de coordenadas diferentes, di-
gamos (X1,...Ty) € (Y15-..Yn), entdao a mudanca de coordenadas é uma
aplicagao infinitamente diferenciavel e que pode ser expressa como uma série
de poténcias (ou seja, é uma aplicagao analitica). No decorrer deste capitulo,
daremos exemplos concretos de coordenadas para descrevermos os elemen-
tos de certos grupos. Desejamos apenas que o leitor mantenha a imagem
pictérica de uma variedade como um sub-conjunto aberto de R™ ou como
uma superficie (hipersuperficie) imersa em um espago de dimensdo maior
(existe um teorema devido a Whitney afirmando que sempre ¢ este o caso).

Vamos analisar a estrutura de variedade de alguns grupos conhecidos.
Para dar inicio, considere o grupo das transformagoes lineares inversiveis em
um espago vetorial real de n dimensoes, o grupo GL(n,R). Cada elemento
do grupo pode ser escrito como uma matriz n X m real, logo, precisamos de
n? coordenadas para determinarmos um elemento do grupo. Assim,

GL(n,R) C M,(R) = R"™,.
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Além do mais, a funcao determinante

Det : Mp(R) — R
A — Det(A)

que para a matriz A = (a;;) pode ser escrita como

Det(A) = E €1y @151 Q255 « + » A, s

11 yeeeln

¢ continua. Como para matrizes de GL(n,R) o valor do determinante é
diferente de zero temos que

GL(n,R) = Det™* (R\{0})

, . 2 .
que é um sub-conjunto aberto de R™", logo uma variedade.
Podemos ir um pouco mais longe: definindo as funcoes coordenandas ¢;;
tais que ¢;;(A) = a;; a funcdo determinante pode ser escrita como

Det = Z eila---,int1i1t2i2 Y tnin-

11 yeeeln

Esta funcao ¢ infinitamente diferencidavel em termos das coordenadas %;;.
Definimos um ponto regular da funcao determinante como um elemento
A € M, (R) tal que as derivadas parciais

dDet

(A)

nao sejam todas nulas. E dizemos que p é um valor regular se todos os pontos
A tais que Det(A) = p s@o regulares. Agora considere o grupo

SL(n.R) = Det~'(1),

o numero 1 é um valor regular da funcao determinante, logo, pelo teorema
global da fungao implicita, temos que SL(n,R) é uma subvariedade, pois é
a imagem inversa de um valor regular.

Estes dois exemplos anteriores, mesmo sendo teoricamente corretos, sao
dificeis de visualizar, a nao ser no caso trivial n = 1, onde o determinante é

a fungdo identidade, resultando em GL(1,R) = R\{0} e SL(1,R) = {1}.
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Analisemos agora o grupo SO(2). Como visto anteriormente, este grupo
é formado pelas matrizes 2 X 2 reais da forma

cos@ —sinf
sinf@ cos0O

R(O):( ) 6 € R.

De fato, temos R(6) = R(60 + 2), portanto podemos efetuar uma bijegao
continuamente diferenciavel entre os pontos da circunferéncia unitaria

S' = R/2nZ,

e o grupo SO(2) associando a cada angulo @ € S o tnico elemento R(0) €
SO (2). Isto equivale a dizer que os dois conjuntos sao iguais como variedades
diferenciaveis.

Antes de prosseguirmos nossa analise, facamos uma pequena definicao.

Definicao 14 Dados dois grupos G e H, dizemos que a aplica¢ao
¢:G— H
¢ um homomorfismo de grupo se
1. Leva a identidade na identidade: ¢(eg) = ep.
2. Preserva a operagao de grupo: ¢p(gh) = ¢(g)d(h).

Se um homomorfismo € bijetor, entao ele é dito ser um isomorfismo e os
grupos sao isomorfos.

Exercicio 57 Mostre que um homomorfismo de grupo obedece a propriedade
d(g7") = d(g)~"

Exercicio 58 Mostre que em um isomorfismo de grupos ¢ : G — H. O
Kernel do homomorfismo

Ker(¢) = {g € G|é(g) = e}

somente possui o elemento identidade, e a imagem do homomorfismo
Im(¢) = {h € H|3g € G, ¢(g) = h}

¢ igual a todo o grupo H .
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Vamos estabelecer agora um isomorfismo de grupos: considere o grupo
unitario unidimensional U (1). Ou seja as transformagoes lineares em C que
preservam o médulo do nimero complexo. Ou seja

|az|® = |a*|2|* = |2|*,

o que implica que |a|? = 1. Assim sendo, o grupo U (1) ¢ identificado com
o subconjunto dos nimeros complexos de modulo 1, em outras palavras, a
circunferéncia unitdria S*. Assim, como conjunto de pontos (variedades) os
trés conjuntos sao iguais:

SO(2) =U@1) =S'.

Agora, vamos ver que de fato os grupos SO(2) e U(1) sao homomorfos
(e portanto isomorfos). Os elementos em U (1) possuem como operagao de
grupo o produto usual entre dois niimeros complexos

(a + b)(c + 21d) = (ac — bd) + 2(ad + bc)

Exercicio 59 Mostre que o produto de dois nimeros complexos de maodulo
1 possut modulo 1gual a 1.

Exercicio 60 Qual é o inverso do elemento de grupo a € U(1)?

Podemos agora definir a aplicacao ¢ : C — Ms(R) como

¢(a +1b) = (Z _b)-

a

Exercicio 61 Mostre que a aplica¢ao ¢ acima trata-se mesmo de um homo-
morfismo de grupos, mesmo quando restrito ao caso dos numeros complexos
de médulo 1 (que quantidade representa o médulo do nimero complexo quan-
do este € visto no espago de matrizes?).

Em particular, os nimeros complexos de moédulo 1 podem ser escritos na
forma trigonométrica
a = cos0 + tsin 6.

Assim, sua imagem pela aplicacao ¢ sera, para nossa surpresa

sinf® cos0

b(a) = ( cos —sinf ) .
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Exatamente um elemento genérico de SO(2). Temos entdo o isomorfismo
desejado.

Prossigamos em analisar dois grupos velhos conhecidos nossos. O grupo
SO(3) e o grupo SU(2). O grupo SU(2) é o grupo das matrizes complexas

2 X2
a b
a=(0a)
tais que AT = (AT)* = A1 e com determinante igual a 1, isto é

Det(A) = ad — bc = 1.
Pela condicao de unitariedade, podemos concluir que d = @ e ¢ = —b.
Assim, as matrizes de SU(2) podem ser escritas como

A— a b\ r+1y v+w
T \-ba) \ —vt+tw z—11y )’

onde x,y,v,w € R. A condicdo do determinante nos da
Det(A) = ad — bc = 2 + y* + v? + w? = 1.

Ou seja, o grupo SU(2) é equivalente como variedade (pois todas as ap-
licagoes sao continuamente difrencidveis) ao conjuto de vetores em R* com
modulo igual a 1, em outras palavras, a esfera tridimensional S3.

O grupo SO(3), por sua vez, é o grupo das rotagoes em R3. Uma rotacao
em R3 pode ser descrita por um vetor unitdrio @ e por um angulo de rotacao
s. Para definirmos um eixo de rotac¢ao precisamos de dois angulos (8, ¢),
com 0 < 0 < mwmel0 < ¢ < 2w Portanto, o eixo de rotagdo @i pode
ser visto também como um ponto da esfera unitdria S2. Note porém que
temos a mesma rotagao tomados um eixo @ e um angulo s ou um eixo —n
e um angulo —s, portanto ha uma identificacao de pontos antipodas nesta
variedade. De fato, a variedade que equivale ao grupo SO(3) é o espago
projetivo real tridimensional RP?, que pode ser pensado também como a
esfera S® com os pontos antipodas identificados. Nao vamos entrar em detalhe
sobre os métodos topologicos para identificar esta estrutura de variedade,
antes, vamos buscar um homomorfismo entre os grupos SU(2) e SO(3) e
entao a partir das propriedades desta aplicagao entendermos mais claramente
a topologia de SO(3).
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Retomando algumas propriedades das matrizes de Pauli vistas no capitulo
anterior temos que

(V&) (W-F) = (V- W)Idy + 2(¥ X W) - 5.
Considere entao as matrizes unitarias
Uz(s) = e~ 277,
Exercicio 62 Mostre que para um vetor unitdrio i, temos

S

s
Ui(s) = cos (—) Idy — 2 (i - &) sin (—) .
2 2
E escreva em forma matricial.

Esté claro que estas matrizes sao unitérias. Que todo elemento de SU (2)
pode ser escrito desta forma ficara claro na préxima secao.

Exercicio 63 Mostre as sequintes relagoes de conjugac¢ao;

— 544 Bas .

e 29%0g,e2 = o01C088+ o3s1n s,
— g Boa .

e 2730g5e2 = —01sIns8 -+ 03COs 8,
__1s (X3

e 273%g3e2%% = o0j3.

18

s
Faca o mesmo para e” 27 e e 272,

A partir do exercicio acima, podemos estabelecer um homomorfismo entre

SU(2) e SO(3) associando
UH(S) > Rﬁ(S)-
Geometricamente, a idéia é tomar um vetor v € R3 escrito como

3

=1

ol

- 0.

Uma rotacdo em R3 pode ser implementada pela conjugacao

Ri:(s)(¥) = Ra(s)(X) - & = e~ 3T97e% 77,
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Exercicio 64 Mostre pelo menos no caso dos geradores R;(s) que realmente
temos a matriz de rotacgao.

Exercicio 65 Mostre que esta aplica¢io associa a unidade em SU(2) a
unidade em SO(3). Mostre também (pelo menos para os geradores, jd que
todos os outros elementos de SO(3) podem ser escritos como produtos dos
geradores) que a composi¢ao de dois elementos em SU(2) € associada a
composicao das rotacoes na imagem.

Temos entao um homomorfismo entre SU(2) e SO(3). Este nao é um
isomorfismo pois Ug(s) e U_g(—s) sao associados ao mesmo elemento de
SO(3). Ha muito a se explorar na relagao entre os grupos SU (2) e SO(3),
este foi apenas um primeiro ponto de vista. O leitor podera encontrar expo-
sicoes mais detalhadas e outras analises, envolvendo grupos de homotopia,
geometria complexa, algebras de Clifford e muito mais na bibliografia apre-
sentada no final.

Para finalizarmos nossa breve exposicao sobre grupos, daremos uma rapida
introducao ao conceito de representagao de grupos.

Definicao 15 Dado um grupo G, definimos uma representacdo real (com-
pleza) de dimensio n de G como um homomorfismo I' : G — GL(n,R)
T : G — GL(n,C)). Diz-se que o espago vetorial de dimensio n onde as
matrizes de GL(n) agem carrega a representacio I'. Uma representagio €
dita ser irredutivel quando o espaco que carrega a representagao nao possui
sub-espacos invariantes pela acdo da representacao do grupo. Diz-se ain-
da que uma representacao € completamente redutivel quando o espago que
carrega a representa¢do pode ser decomposto em uma soma direta de repre-
sentacoes irredutiveis.

O exemplo mais simples ¢ o da representagao fundamental. Muitos grupos
sao naturalmente definidos como grupos de matrizes, logo sao subgrupos de
GL(n) para algum n. Por exemplo, SU(2) é um subgrupo de GL(2,C),
assim representacao fundamental de SU(2) é dada por matrizes 2 X 2
complexas que obedecam a propriedade de unitariedade e determinante igual
a 1. A representagao fundamental do grupo SO(3), por sua vez, é dada em
termos de matrizes 3 X 3 reais.

As representacoes mais interessantes do ponto de vista matematico sao
as representacoes irredutiveis. A teoria de classificacao de representacoes
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irredutiveis de grupos é bastante complexa, mesmo quando se trata de grupos
finitos. No caso dos grupos classicos de matrizes, dentre os quais se incluem
os grupos unitarios e ortogonais, as representacoes de dimensao finita sao
completamente redutiveis, assim sendo, as representacoes irredutiveis sao os
blocos de construgao de qualquer representagao destes grupos.

4.2 Algebras de Lie

No capitulo anterior também definimos o conceito de algebra de Lie como
um espago vetorial L munido de um a operacgao bilinear, anti-simétrica e
que obedega a identidade de Jacobi. A definigdo de dlgebra de Lie nao faz
mencao a nocao de grupo. Os dois conceitos estao interligados pelo fato que
a todo grupo de Lie estd associada uma algebra de Lie dos seus geradores
infinitesimais. A partir de agora, somente consideraremos grupos de Lie que
sejam variedades de dimensao finita, ou seja que os seus elementos dependam
apenas de uma quantidade finita de coordenadas (existe também a teoria de
grupos de Lie de dimensao infinita, mas envolve complicagoes técnicas que
fogem ao escopo deste minicurso).

Para encontrarmos os geradores infinitesimais de um grupo de Lie G,
tome um subgrupo a um parametro G de G, definido como

Gk = {g(t) € G,t € R|g(0) = e,g(t)g(s) = g(t + s)}.

Basicamente, um subgrupo a um parametro ¢ uma curva em G passando pelo
elemento identidade. Vamos avaliar agora o vetor velocidade desta curva no

elemento identidade
. dg
A=1limg(t) = — .

t—0 dt +—0
Este vetor é tangente a variedade do grupo no ponto correspondente ao ele-
mento identidade. Por outro lado, todo elemento de Gy pode ser escrito

como a série formal de poténcias
_ tA
g(t) = e,

por isto dizemos que A é o gerador infinitesimal de Gr.

Podemos prosseguir com esta operacao e encontrar outros subgrupos a
um parametro tais que os seus geradores infinitesimais sejam linearmente
independentes. como estamos tratando apenas de variedades de dimensao
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finita, os seus espagos tangentes também sao de dimensao finita [4, 10]. Logo,
haverd um conjunto linearmente independente de geradores infinitesimais
{A1,...,A,} que gerarao o espago tangente a G no ponto e, este espago,
que vamos denotar por L, serd a algebra de Lie do grupo G. Qualquer outro
elemento do grupo G pode ser expresso como exponencial de uma combinacao
linear de vetores de L
_ _  x1Ai1+-FxnA
g=9g(@i,...,on) = .

Uma explicagao deve ser feita neste ponto: até o momento, tinhamos

utilizado os elementos do grupo da forma
g = ewa.

Isto é apenas por ser conveniente a mecanica quantica. Pois naquele contexto
as simetrias sao operadores unitarios enquanto os geradores infinitesimais sao
observaveis quanticos, logo sao operadores hermitianos. A unica possibilida-
de de uma exponencial de um operador hermitiano ser unitario é através da
introducao do fator imaginario na exponencial. Em nossa anélise geral sobre
a estrutura de grupos e algebras de Lie este cuidado torna-se desnecessario,
de qualquer forma, podemos facilmente passar da convencao

g = e:c-A

para a outra apenas dizendo que o operador A é igual a um outro operador
1B.

Para vermos que o espaco tangente ao grupo G no elemento identidade
¢é de fato uma algebra de Lie, temos que mostrar que tal espago é fechado
em relacao ao comutador. Para isto, sejam A e B dois elementos do espaco
tangente e sejam

g(t) =€ 5 h(t) = e”.

Considere agora o elemento de grupo
k(T) = g(t)h(t)g~ ()R~ (1),
onde 7 = t2. Entao, se expandirmos K (7) em série de poténcias teremos

k(t) =1d + 7 [A, B] + O(t%).
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Assim, o comutador também aparece como um gerador infinitesimal:

dk(T)

A, B] =
[A, B] dr |._y’

lembrando-se que quando 7 = 0 temos também ¢ = 0.

Portanto, temos dois tipos de objetos relacionados entre si. De um lado,
temos o grupo de Lie, que é uma variedade e pode possuir uma estrutura
topoldgica complicada. De outro lado, temos a algebra de Lie, que possui
a vantagem de ser um espaco vetorial e é de certa forma mais simples ope-
racionalmente. No entanto, esta simplicidade possui um preco, informagcoes
globais a respeito da estrutura topoldgica do grupo associado a dlgebra sao
perdidas. A relacao entre os elementos do grupo e elementos da algebras
esta no fato que estes sao geradores infinitesimais daqueles. Por outro lado,
a partir dos elementos da algebra podemos recobrar os elementos do grupo
através da exponenciacao.

Definicao 16 Dados os vetores Aq,... A, da base de uma dlgebra de Lie
L podemos escrever o comutador genericamente como

[Ai7 AJ] = Z C,’ZjAk.

k=1

Os coeficientes cfj da expansao do comutador na base sao denominados cons-
tantes de estrutura da dlgebra L.

Vejamos alguns exemplos de algebras de Lie: O primeiro exemplo é o
da algebra de Lie do grupo GL(n,R) (GL(n,C)), denotada por gl(n,R)
(gl(n, C)), que consiste da algebra de todas as matrizes n X m reais (com-
plexas). Uma base para este espago sdo as matrizes

o — 1, Na linha # e coluna 3.
Y71 0, em todas outras entradas.

Exercicio 66 Mostre que o comutador entre os elementos da base de gl(n),
se escreve como

(€5 €rt] = Ojreu — drier;.
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O segundo exemplo ¢é a élgebra de Lie do Grupo SL(n,R) (SL(n,C))
denotada por sl(n, R) (sl(n,C)). Como o determinante de uma exponencial
pode ser escrito como

Det (eA) = eTr(A),

concluimos que a condi¢ao Det(g) = 1 implica em Tr(A) = 0, onde A é o
gerador infinitesimal de g. Assim, a élgebra sl(n,R) (sl(n,C)) é a algebra
das matrizes n X m reais (complexas) com trago nulo.

Consideremos agora a &lgebra de Lie do grupo SO(n), denotada por
so(n). A condicao sobre os elementos do grupo é que a transposta de uma
matriz seja sua inversa. Assim, temos

gg” = 1d,.

Considere g = e*4 e tome os geradores infinitesimais desta relacdo, ou seja

d d d

—g(t)g™(t = —g(t (0 0) —g" (¢ =

dtg( )g()tzo dtg()tzog()Jrg()dtg ()t:0
= A+ AT =o.

Assim, a dlgebra so(n) é a dlgebra das matrizes reais ou complexas n X n
anti-semétricas, ou seja, A = —AT. Vimos no primeiro capitulo quais sao os
geradores infinitesimais do grupo SO(2), que é a matriz —e;;, e os geradores
do grupo SO(3), que sao as matrizes L;, 1 = 1,2, 3.

Finalmente, analisemos a algebra de Lie do grupo SU (n), denotada por
su(n). A condigao sobre os elementos do grupo é que a matriz hermitiana
conjugada seja a inversa. Assim, temos

gg' =1d,.

Considere g = e*4 e tome os geradores infinitesimais desta relacio, ou seja

d d d

—qg(t)g'(t = —g(t T(0 0) —g'(t =

29 )g()t:0 dtg()tzog()Jrg()dtg()t:O
= A+ AT =0.

Assim, a algebra su(n) é a dlgebra das matrizes complexas n X n anti-
hermitianas, ou seja, A = —AT. Se quisermos seguir uma notacdo com-
pativel com a mecanica quantica, basta dizermos que o gerador infinitesimal
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A (que é anti-hermitiano) é igual a @B, onde B é uma matriz hermitiana.
No capitulo 3, vimos que os geradores infinitesimais do grupo SU(2) po-
dem ser escritos em termos das matrizes de Pauli, assim, temos os geradores
infinitesimais .

J; = —501-, 1 =1,2,3.

Assim como para grupos, também temos a nocao de homomorfismo e
isomorfismos para algebras de Lie.

Definicao 17 Dadas duas dlgebras de Lie L e M, dizemos que a aplica¢ao
¢:L—- M
¢ um homomorfismo de dalgebra de Lie se
1. E linear.

2. Preserva a relagio de comutagao: ¢([A, B]) = [¢(A), ¢(B)].

Se um homomorfismo € bijetor, entao ele é dito ser um isomorfismo e as
algebras de Lie sao isomorfas.

Exercicio 67 Mostre que a afirmacao que duas dlgebras de Lie sdo isomor-
fas € equivalente a dizer que elas possuem a mesma dimensao e as mesmas
constantes de estrutura.

Vimos no decorrer deste minicurso trés algebras de Lie que embora te-
nham naturezas diferentes, elas sao isomorfas:

1. Primeiramente, vimos que os vetores da base canonica de R3 com o
produto vetorial formam uma algebra de Lie de dimensao 3 satisfazendo

3

€ X e; = E €;jkCk-
k=1

2. Em segundo lugar, vimos que a dlgebra de Lie dos geradores infinitesi-
mais de rotagoes em R?® (s0(3)) com a operagao dada pelo comutador
pode ser escrita também como

3
[Li, Lj] = €ijuLy,

k=1
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3. Por ltimo, podemos ver que a édlgebra de Lie su(2) escrita em termos
dos geradores J; — 207, possui a seguinte regra de comutacio

3

[Jis Il = €ijiTis

k=1

Assim, temos trés algebra de Lie tridimensionais com as mesmas cons-
tantes de estruturas, o tensor €;5, portanto isomorfas. Veja que ao nivel de
algebras de Lie, su(2) e s0(3) sao isomorfos, mesmo que os grupos nao o
sejam.

Para finalizarmos, uma breve explanacgao sobre representacoes de algebras
de Lie.

Definicao 18 Dada uma dlgebra de Lie L, definimos uma representacao real
(compleza) de dimensio n de L como um homomorfismo I' : L — gl(n, R)
T : L — gl(n,C)). Dizse que o espago vetorial de dimensio m onde as
matrizes de gl(n) agem carrega a representa¢ao I'. Uma representacao €
dita ser irredutivel quando o espaco que carrega a representagao nao possui
sub-espacos invariantes pela agao da representacao da dlgebra de Lie. Diz-
se ainda que uma representacao € completamente redutivel quando o espaco
que carrega a representacao pode ser decomposto em wuma soma direta de
representacoes irredutivens.

Da mesma forma, a representagao fundamental da algebra é dada na
dimensao onde elas sao definidas. Assim, a representacao fundamental de
so(n) é de dimensao n, idem para su(n). Um outro tipo de representacoes
importante para algebras de Lie sao as representacoes adjuntas. Basicamente
¢ um homomorfismo

ad : L — gl(L)
e a acao dos elementos é dada por
ad(A)(B) = [A, B].

Podemos calcular os elementos de matriz na representacao adjunta explicit-
amente: Tome um vetor v = ) j vjA; € L. A acao de A; pela represen-
tagao adjunta sobre v pode ser escrita como

ad(A;)(v) = > wvad(A)(Ax) = > ;=

Jrk=1
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n

= Z (ad(Az)(’U))J Aj - Z ad(Ai)jkvaj'

J,k=1

k3
adjunta sao dadas em termos das constantes de estrutura.

Da mesma forma que em grupos, as representagoes mais interessantes sao
as representacoes irredutiveis. No caso de s0(3) su(2) obtivemos todas as
representacoes de dimensao finita, que sao denominadas representacoes de
peso maximo. A mesma idéia pode ser aplicada para todas as dlgebras de
Lie dos grupos de Lie Classicos, guardadas as devidas diferencas advindas da
complexidade da algebra. Existe um teorema que afirma que todas as repre-
sentacoes de dimensao finita das dlgebras de Lie cldssicas sao completamente
redutiveis. Este fato esta por trdas da decomposicao de Clebsch Gordan, por
exemplo.

Este foi um breve apanhado de algumas propriedades de dlgebras e gru-
pos de Lie. Enfatizamos principalmente os grupos a suas respectivas algebras
para os casos SO(3) e SU(2). Este minicurso foi apenas um primeiro passo
para que o leitor tome a iniciativa de estudar por conta propria este assunto
tao vasto e fascinante que sao os grupos e algebras de Lie. Esperamos que o
conteudo deste minicurso tenha sido 1til para o leitor e tenha ampliado um
pouco seus horizontes. Para os matematicos, esperamos que estes tenham
visto a importancia deste assunto nos dominios da fisica. Para os fisicos,
esperamos ter mostrado a necessidade de se compreender melhor as estru-
turas matematicas subjacentes ao tratamento de certos fenomenos fisicos.
De qualquer forma, esperamos ampliar os contatos entre estas duas areas do
conhecimento. Contato este sem o qual nao sera possivel o desenvolvimento
da ciéncia neste século que se inicia.

Assim, ad(A;)jr = ¢, ou seja, as entradas de matriz na representacao
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