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Introdução

A geometria diferencial é o estudo da geometria usando as técnicas do cálculo diferen-

cial e integral. Neste trabalho faremos um estudo sobre a geometria diferencial de super-

fícies, provavelmente a parte mais interessante e representativa da geometria diferencial,

entretanto, algumas propriedades das curvas aparecem de maneira natural no estudo das

superfícies.

Curvas e superfícies são objetos que qualquer pessoa pode ver, e muitas das questões

que podem ser levantadas sobre estes objetos são óbvias e naturais. A geometria diferencial

preocupa-se com a formulação matemática de algumas dessas questões e usando as técnicas

do cálculo diferencial, procura encontrar respostas para elas.

Nosso trabalho está organizado em 5 capítulos no primeiro capítulo, na seção 1.1,

apresentamos a de�nição de superfície regular e a partir desse conceito começamos a

caracterizar o comportamento dessas superfícies, demonstramos alguns resultados e iden-

ti�camos algumas superfícies regulares. Na seção 1.2, mostramos que um ponto pode ser

coberto por mais de uma parametrização. Na seção 1.3, apresentamos duas aplicações

diferenciáveis sobre e entre superfícies. Com a de�nição de superfícies regulares podemos

garantir a existência de um plano tangente em todos os pontos da superfície na seção 1.4,

de�nimos plano tangente.

O estudo das propriedades locais de uma superfície regular está diretamente ligado ao

estudo de duas formas quadráticas, a primeira e segunda forma fundamentais, que serão

apresentadas no segundo capítulo. A primeira forma fundamental, seção 2.1, nos permite

o cálculo de algumas questões métricas, tais como, comprimento de arco, ângulo entre

curvas e áreas de regiões sobre a superfície. Na seção 2.2, começamos nosso estudo sobre

a geometria da aplicação de Gauss e na seção 2.3, apresentamos a de�nição da segunda

forma fundamental sobre um áspecto algébrico.

No capítulo 3, na seção 3.1, apresentamos a interpretação geométrica da segunda

forma fundamental, as curvaturas. Na seção 3.2, de�nimos as curvaturas de médias e

gaussianas.

No capítulo 4, começamos o estudo da geometria intrínseca das superfícies, ou seja, a
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parte da geometria diferencial que depende apenas da primeira forma fundamental. Na

seção 4.1, de�nimos isometria e demonstramos o famoso teorema egregium de Gauss, que

mostra que a curvatura gaussiana é uma característica intrínseca da superfície. Na seção

4.2, de�nimos a derivada covariante e transporte paralelo e na 4.3, de�nimos geodésica e

curvatura geodésica.

No último capítulo, demonstramos a versão local do teorema de Gauss-Bonnet, mas

antes disso, na seção 5.1, de�nimos índice de rotação, homotopia e demonstramos o teo-

rema do índice de rotação e por �m, na seção 5.2, demonstramos a versão local do teorema

de Gauss-Bonnet.

Para concluir, podemos dizer que objetivo maior do nosso trabalho é estudar as su-

perfícies regulares de modo que possamos entender alguns conceitos e resultados, para

por �m, demonstrarmos o teorema de Gauss-Bonnet.
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1 Superfícies Regulares

Parametrizadas

Neste capítulo, começaremos o nosso estudo das superfícies regulares.

Inicialmente, podemos dizer que uma superfície é um subconjunto de R3 que se

assemelha a uma parte de R2 numa vizinhança de qualquer ponto, tal como a super-

fície da Terra, embora esférica, parece plana a um observador nela colocado, que consegue

ver somente até linha do horizonte.

Na seção 1.1 vamos de�nir superfícies regulares utilizando o conceito de parametriza-

ção local, ou seja, tomamos um ponto p de uma superfície e uma vizinhança aberta desse

ponto contida na superfície e assim construímos uma aplicação com domínio em um aberto

do R2 e imagem em pontos da vizinhança de p. A partir daí, começaremos a caracteri-

zar e identi�car superfícies regulares, demonstrando alguns resultados e fazendo alguns

exemplos.

No entanto, dado um ponto p de uma superfície regular S, esse pode ser coberto por

mais de uma parametrização. Assim, na seção 1.2 mostraremos como fazer a troca de

coordenada, ou seja, como passar de uma parametrização para outra.

Na seção 1.3, mostraremos que é possível de�nir a noção de diferenciabilidade para

uma função de�nida sobre uma superfície regular e assim, na seção 1.4 de�niremos plano

tangente e diferencial de uma aplicação.

1.1 Superfícies Regulares

De�nição 1.1. Seja S ⊆ R3 um subconjunto de R3, diz-se que S é uma superfície regular

se as três condições a seguir são satisfeitas:

(i) Se ∀p ∈ S, ∃V ⊆ R3, vizinhança de p e uma aplicação X : U → V ∩S diferenciável,
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onde U ⊆ R2 é um aberto. Ou seja, se

X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

então as funções componentes de X, x(u, v), y(u, v), z(u, v) possuem derivadas par-

ciais de todas as ordens em U ;

(ii) A aplicação X do item (i) é um homeomor�smo entre U e V ∩S, ou seja, X possui

uma inversa X−1 : V ∩ S → U que é contínua, isto é, existe um aberto W ⊆ R3

contendo V ∩ S e uma função contínua f : W → R2 cuja restrição é X−1;

(iii) Para todo q = (u, v) ∈ U , a diferencial dXq : R2 → R3 é injetiva.

Figura 1: O ponto q ∈ U é levado pela aplicação X em um ponto da vizinhança de p ∈ S.

A aplicação X é uma parametrização local ou um sistema de coordenadas locais em

uma vizinhança V ∩ S de p, chamada de vizinhança coordenada.

Vamos analisar o que a de�nição 1.1 nos diz sobre o comportamento de uma superfície

regular. A condição de diferenciabilidade em (i) é bastante natural se nossa intenção é

tratar de geometria diferencial em S. A condição (ii) impõe que a aplicação X é um

homeomor�smo e sua injetividade exclui a possibilidade de autointerseções em superfícies

regulares.

Em (iii), temos que ∂X
∂u

e ∂X
∂v

são derivadas parciais das componentes de X calculadas

no ponto q = (u0, v0), que correspondem às colunas da matriz Jacobiana JX(u, v), que é

a matriz da aplicação linear relativa as bases canônicas de R2 e R3.
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JX(u, v) =


∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v

 =
[

∂X
∂u

∂X
∂v

]
.

Por comodidade vamos denotar ∂X
∂u

por Xu e ∂X
∂v

por Xv.

A condição (iii) é equivalente as seguintes a�rmações:

• Os vetores coluna, Xu e Xv , da matriz Jacobiana são linearente independentes;

• Xu ×Xv 6= 0(vetor nulo);

• A matriz JX(u, v) tem posto 2, ou seja um dos determinantes jacobianos

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣ , ∂(y, z)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣ ∂y
∂u

∂y
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v

∣∣∣∣∣ , ∂(x, z)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v

∣∣∣∣∣
deve ser diferente de zero em q = (u, v).

Então, a condição (iii) exclui a possibilidade de existir bicos em uma superfície regular

e assim garante a existência de um plano tangente em todo os pontos de S, veremos isso

na seção 1.4.

Vejamos um exemplo de uma superfície regular.

Exemplo 1.1. A esfera unitária S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1} é uma superfície

regular.

Mostraremos que X1 : U ⊂ R2 → R3, dada por X1(u, v) = (u, v,+
√

1− (u2 + v2)),

com U = {(u, v) ∈ R2 : u2 + v2 < 1}, é uma parametrização de S2. Podemos observar que

a imagem da parametrização X1 é a parte aberta de S2 acima do plano xy.

Podemos observar que as funções componentes de X1 são diferenciáveis, já que temos

que u2 + v2 < 1, logo a condição (i) da de�nição de superfície regular é veri�cada.

Seja um ponto qualquer (x, y, z) ∈ X1(U) ⊂ S2, com X1(U) ⊂ S2 = {(x, y, z) ∈ S2 :

x2 + y2 < 1 e z > 0} e �zermos X−1
1 (x, y, z) 7→ (x, y) temos u e v bem de�nidos de

maneira única por u = x e v = y, logo X1 é bijetiva. E X−1
1 é a projeção de X1(U) ⊆ S

em U , que é contínua. Logo a condição (ii) é veri�cada.
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Para veri�car a condição (iii) basta observar que a matriz jacobiana

JX1(u, v) =


1 0

0 1
−u√

1−(u2+v2)

−v√
1−(u2+v2)


tem posto 2.

Agora cobriremos toda esfera utilizando parametrizações similares, como a parametriza-

ção X2 : U ⊂ R2 → R3 dada por X2(u, v) = (u, v,−
√

1− (u2 + v2)), (u, v) ∈ U . Podemos

observar que X1(U) ∪ X2(U) cobre a esfera menos o equador {(x, y, z) ∈ R3/x2 + y2 =

1, z = 0}. Para cobrir toda a esfera, juntamente com X1 e X2, utilizamos os planos xz e

zy e de�nimos as seguintes parametrizações:

X3(u, v) = (u,+
√

1− (u2 + v2), v),

X4(u, v) = (u,−
√

1− (u2 + v2), v),

X5(u, v) = (+
√

1− (u2 + v2), u, v),

X6(u, v) = (−
√

1− (u2 + v2), u, v).

Figura 2: Parametrizações locais da esfera.

Assim, veri�camos que a esfera é uma superfície regular.

Nem sempre é fácil mostrar que uma superfície é regular utilizando a de�nição 1.1,

sendo assim, demonstraremos alguns resultados que facilitam na veri�cação se uma su-

perfície é ou não regular. Antes disso vamos de�nir alguns conceitos.

De�nição 1.2. Dada uma aplicação diferenciável F : V ⊆ R3 → R, com V aberto,
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dizemos que p ∈ V é um ponto singular se dFp não é sobrejetora, que é equivalente a

dizer que Fx = Fy = Fz = 0 calculadas em p. E F (p) é dito ser um valor singular.

De�nição 1.3. Dada F : V ⊆ R3 → R e a ∈ R, dizemos que a é um valor regular de F

se a não é um valor singular de F .

Figura 3: Valor regular de f .

Proposição 1.1. Se f : U ⊆ R2 → R é uma função diferenciável em um conjunto aberto

U , então o grá�co da f , isto é, o subconjunto de R3 dado por {(u, v, f(u, v)) : (u, v) ∈ U}
é uma superfície regular.

Demonstração. Seja X(u, v) = (u, v, f(u, v)), vamos mostrar que a aplicação X : U ⊆
R2 → R3 é uma parametrização do grá�co, cuja vizinhança coordenada cobre todos os

pontos do grá�co.

A parametrização X, dada por X(u, v) = (u, v, f(u, v)), possui todas as suas compo-

nentes diferenciáveis, logo a condição (i) é veri�cada.

Para veri�car a condição (ii), podemos inicialmente observar que cada ponto (x, y, z)

do grá�co é imagem por X de um único ponto q = (u, v) ∈ U , onde (u, v) = (x, y).

Portanto X é bijetiva. Mas X−1 é a restrição ao grá�co de f da projeção de R3 sobre o

plano xy, que é contínua, logo X−1 é contínua.

A condição (iii) também é veri�cada, pois a matriz Jacobiana de X é igual a

JX(u, v) =


1 0

0 1

fu fv
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e tem posto 2 para todo (u, v) ∈ U .

Portanto o grá�co da f é uma superfície regular.

Antes de demonstrarmos a próxima proposição vamos enunciar o teorema da aplicação

inversa.

Teorema 1.1 (Teorema da aplicação inversa). Seja F : U ⊆ Rn → Rn de classe Ck

(k ≥ 1) e seja p ∈ U tal que F ′(p) é um isomor�smo linear em Rn. Então existem

abertos V ⊆ U vizinhança de p e W ⊆ Rn vizinhança de F (p) tal que F |V : V → W é

um difeomor�smo de classe Ck .

Proposição 1.2. Dada uma função f : V ⊆ R3 → R diferenciável e a ∈ f(U) um valor

regular de f , então a imagem inversa f−1(a) é uma superfície regular.

Demonstração. Seja p = (x0, y0, z0) um ponto de f−1(a) = {(x, y, z) ∈ R3 : f(x, y, z) =

a}. Como a é um valor regular de f , temos que alguma das derivadas parcias não é nula,

vamos supor sem perda de generalidade que ∂f
∂z

(p) 6= 0.

De�nimos agora uma aplicação

Φ : V ⊆ R3 → R3

(x, y, z)→ (x, y, f(x, y, z)).

A diferencial de Φ em p é dada por

dΦp =


1 0 0

0 1 0
∂f
∂x

(p) ∂f
∂y

(p) ∂f
∂z

(p)


e det(dΦp) = ∂f

∂z
(p) 6= 0.

Então pelo Teorema da Função Inversa, existem abertos W1 ⊆ V e W2 ⊆ Φ(V ),

contendo p e Φ(p), respectivamente, tal que Φ : W1 → W2 é inversível e Φ−1 : W2 → W1

é diferenciável (ver �gura 4).

As funções coodenadas de Φ−1 são diferenciáveis e dadas por X(u, v, t), y(u, v, t) e

z(u, v, t). Como

(u, v, t) = Φ ◦ Φ−1(u, v, t) = Φ(x(u, v, t), y(u, v, t), z(u, v, t)) = (x, y, f(x, y, z)),
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vemos que x(y, v, t) = u e y(u, v, t) = v. Em particular, como z(u, v, t) é diferenciável, a

função w de�nida na intersecção de W1 com o plano xy, dada por

w(x, y) = z(u, v, a)

também é diferenciável.

Figura 4: Os pontos da superfície f−1(a) são levados por F no plano z = a.

Pela proposição 1.1, o grá�co de w é uma superfície regular. Ora, observando-se que o

grá�co de w nada mais é do que o conjunto f−1(a)∩W1, segue-se que f−1(a)∩W1 é uma

vizinhança coordenada de p. Como p foi tomado arbritariamente, conclu'-se que f−1(a)

é uma superfície regular, como desejado.

Exemplo 1.2. Seja o elipsóide dado por x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1. Vamos de�nir uma função

diferenciável f(x, y, z) = x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
− 1. Podemos notar que 0 é um valor regular de

f, já que as derivadas parciais fx = 2x
a2
, fy = 2y

b2
e fz = 2z

c2
se anulam simultaneamente

somente no ponto (0, 0, 0), que não pertence a f−1(0).

Então, o elipsóide dado por S = f−1(0) é uma superfície regular.

Exemplo 1.3. Seja o hiperbolóide de duas folhas dado por −x2 − y2 + z2 = 1. Vamos

de�nir uma função diferenciável f(x, y, z) = −x2 − y2 + z2 − 1. Podemos notar que 0 é

um valor regular de f , já que as derivadas parciais fx = −2x, fy = −2y e fz = 2z se

anulam simultâneamente somente no ponto (0, 0, 0), que não pertence a f−1(0).

Então, o hiperbolóide de duas folhas dado por S = f−1(0) é uma superfície regular.

No exemplo acima podemos notar que uma superfície regular pode ser desconexa.
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Antes de demonstrarmos a seguinte proposicão vamos enunciar o Teorema da Função

Implícita.

Teorema 1.2. Seja V ⊆ R3 e F (x, y, z) uma função real com derivadas parciais contínuas

em V . Seja (x0, y0, z0) ∈ V tal que F (x0, y0, z0) = 0 e Fz(x0, y0, z0) 6= 0. Então existem

vizinhanças B de (x0, y0) e J de z0, tais que B × J ⊂ V e uma única função g : B → J

satisfazendo F (x, y, g(x, y)) = 0, ∀(x, y) ∈ B. Além disso, g possui derivadas parciais

dadas por:

gx =
−Fx
Fz

; gy =
−Fy
Fz

.

A proposição seguinte apresenta ferramentas para mostrarmos que um conjunto de

R3 não é uma superfície regular. Também podemos ver essa proposição como se fosse a

recíproca local da proposicão 1.1.

Proposição 1.3. Dada uma superfície regular S ∈ R3, qualquer ponto p ∈ S possui uma

vizinhança V em S, tal que V é o grá�co de uma função diferenciável que tem uma das

seguintes formas:

z = f(x, y), y = f(x, z), x = f(y, z).

Demonstração. Se S é uma superfície regular, então dado p ∈ S, ∃U ⊆ R2 e X : U ⊆
R2 → R3 dada por X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) tal que p ∈ X(U) e q = X−1(p),

como na de�nição 1.1.

Pela condição (iii) da de�nição 1.1, um dos determinantes jacobianos ∂(x,y)
∂(u,v)

, ∂(y,z)
∂(u,v)

,
∂(z,x)
∂(u,v)

não se anula em X−1(p) = q. Suponhamos sem perda de generalidade que ∂(x,y)
∂(u,v)

6= 0,

e consideremos a seguinte aplicação: π ◦ X : U → R2, onde π é a projeção π(x, y, z) =

(x, y).

Então π ◦X(u, v) = π(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) = (x(u, v), y(u, v)), mas ∂(x,y)
∂(u,v)

6= 0, logo

pelo teorema da função inversa existem abertos W1 ⊆ U e W2 ⊆ π ◦X(U), vizinhança de

q e de π ◦X(q) respectivamente, tal que

(π ◦X)−1 : W2 → W1

(x, y)→ (u(x, y), v(x, y))

é diferenciável (ver �gura 5).
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Figura 5: A aplicação π leva pontos de R3 em R2 .

Considere agora

X ◦ (π ◦X)−1(x̄, ȳ) = X(u(x̄, ȳ), v(x̄, ȳ))

= (x(u(x̄, ȳ), v(x̄, ȳ)), y(u(x̄, ȳ), v(x̄, ȳ)), z(u(x̄, ȳ), v(x̄, ȳ))).

Mas

(π ◦X) ◦ (π ◦X)−1(x̄, ȳ) = (x̄, ȳ)

= (x(u(x̄, ȳ), v(x̄, ȳ)), y(u(x̄, ȳ), v(x̄, ȳ))),

portanto x̄ = x(u(x̄, ȳ), v(x̄, ȳ)) e ȳ = y(u(x̄, ȳ), v(x̄, ȳ)).

Logo,

X ◦ (π ◦X)−1(x̄, ȳ) = X(u(x̄, ȳ), v(x̄, ȳ))

= (x̄, ȳ, z(u(x̄, ȳ), v(x̄, ȳ))),

Seja V = X(W1), então temos

X ◦ (π ◦X)−1 : W2 → V

(x, y) → (x, y, z(x, y)).

Logo V é localmente um grá�co.

Mostramos para um dos casos, os outros são de forma análoga, porém ao invés de

considerarmos π : (x, y, z) = (x, y), utilizamos π1 : (x, y, z) → (x, z) e π2 : (x, y, z) →
(y, z).

Exemplo 1.4. Seja o cone de uma folha C dado por z = +
√
x2 + y2, com (x, y) ∈ R2.
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Vamos supor que C seja uma superfície regular, logo pela proposição 1.3 ele deve ser

em uma vizinhança V do ponto (0, 0, 0) ∈ C o grá�co de uma função diferenciável com

uma das seguintes formas: x = f(y, z), y = g(x, z), z = h(x, y). Mas as duas primeiras

formas podem ser descartadas, já que as projeções do cone sobre os planos xz e yz não

são injetivas. Basta então analisar a última forma, z = h(x, y) = +
√
x2 + y2 que não é

diferenciável em (0, 0).

Então C não é uma superfície regular.

Proposição 1.4. Seja p ∈ S um ponto de uma superfície regular S e seja uma aplicação

X : U ⊆ R2 → R3 com p ∈ X(U) tal que as condições (i) e (iii) da de�nição1.1 sejam

satisfeitas. Suponha que X seja bijetiva. Então X−1 é contínua.

Demonstração. Seja X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), com (u, v) ∈ U e q ∈ U arbi-

trário. Podemos a�rmar que ∂(x,y)
∂(u,v)

(q) 6= 0, já que X satisfaz as condições (i) e (iii) da

de�nicão 1.1.

Vamos considerar a projeção

π : R3 → R2

π(x, y, z)→ (x, y)

Pelo teorema da função inversa, existem W1 vizinhança de q ∈ U e W2 vizinhança

π ◦X(q) ∈ R2 tal que π ◦X aplica W1 difeomor�camente sobre W2.

Usando agora a suposição que X é bijetiva. Então, restrita a X(W1),

X−1 = (π ◦X)−1 ◦ π.

X−1 é a composição de aplicações contínuas, logo é contínua em q. Como q é arbitário,

X−1 é contínua.

Exemplo 1.5. Seja uma circunferência C no plano xz centrada no ponto (a, 0, 0), com

raio r, onde 0 < r < a dada por C = {(x, y, z) : (x− a)2 + z2 = r2, y = 0}. Se

rotacionarmos essa circunferência em torno do eixo z obtemos um toro,dado por:

X(θ, ϕ) = ((a+ r cos θ) cosϕ, (a+ r cos θ) sinϕ, r sin θ),

onde U = {(θ, ϕ) : 0 < θ < 2π, 0 < ϕ < 2π}.

Sabendo que o toro é uma superfície regular vamos mostrar que a aplicação X é uma

parametrização do toro.
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A condição (i) da de�nição 1.1 é veri�cada, visto que as funções componentes de X

são diferenciáveis.

Temos que

Xθ = (−r sin θ cosϕ,−r sin θ sinϕ, r cos θ)

Xϕ = ((a+ r cos θ)(− sinϕ), (a+ r cos θ) cosϕ, 0),

então

||Xθ ×Xϕ|| =

=

√
r2(a+ r cos θ)2 cos2 ϕ cos2 θ + r2(a+ r cos θ)2 sin2 ϕ cos2 θ + r2(a+ r cos θ)2 sin2 θ

=

√
r2(a+ r cos θ)2(cos2 ϕ cos2 θ + sin2 ϕ cos2 θ + sin2 θ)

= r(a+ r cos θ).

Como 0 < r < a temos que Xθ e Xϕ são vetores linearmente independentes, veri�-

cando a condição (iii).

Basta agora veri�carmos a condição (ii), no entanto pela proposição 1.4 isso é equiv-

alente a mostrar que X é bijetiva.

Podemos observar que, se
√
x2 + y2 ≤ a, então π

2
< θ < 3π

2
, e se

√
x2 + y2 ≥ a,

então 0 < θ ≤ π
2
ou 3π

2
≤ θ ≤ 2π. Logo, dado (x, y, z), isto determina θ de maneira única,

0 < θ < 2π.

Conhecendo θ, x e y determinamos sinϕ e cosϕ. Isto determina ϕ de maneira única,

0 < ϕ < 2π. Logo X é bijetiva.

Portanto X é uma parametrização do toro.

1.2 Mudança de Parâmetros

Pela de�nição de superfície regular, todo ponto p ∈ S está coberto por uma parametriza-

ção X : U ⊆ R2 → S que é um homeomor�smo, mas nem sempre existe uma única

parametrização que cubra determinado ponto p ∈ S.

Nosso objetivo é descobrir como estas parametrizações estão relacionadas, ou seja,

dado um ponto p pertencente a duas vizinhanças coordenadas com parâmetros (u, v) e

(ũ, ṽ), vamos mostrar como transformar de (u, v) para (ũ, ṽ) e vice-versa.
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É interressante ver como fazer troca de um sistema de coordenadas para outro, pois

nos próximos capítulos vamos apresentar conceitos que não dependem do sistema de

coordenadas escolhido.

Proposição 1.5. Seja S uma superfície regular e duas parametrizações X1 : U1 ⊆ R2 → S

e X2 : U2 ⊆ R2 → S de S, com p ∈ S tal que p ∈ X1(U1)∩X2(U2) = V . Então a mudança

de coordenadas h = X−1 ◦ X2 é um difeomor�smo, isto é, h é diferenciável e tem uma

inversa diferenciável h−1.

Demonstração. A aplicação h = X−1 ◦X2 é a composição de homeomor�smos, logo h é

um homeomor�smo.

Sejam as duas parametrizações X1 e X2 dadas por:

X1(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

X2(ū, v̄) = (x(ū, v̄), y(ū, v̄), z(ū, v̄)

Vamos provar que h é diferenciável.

Seja r ∈ X−1
2 (V ) e de�na q = h(r). Como X1(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) é uma

parametrização, podemos supor, renomeando os eixos caso necessário, que ∂(x,y)
∂(u,v)

(q) 6= 0.

Estendemos X1 a uma aplicação F : U1 ×R→ R3 de�nida por

F (u, v, t) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v) + t),

com (u, v) ∈ U1 e t ∈ R. Ou seja, F leva um cilindro vertical C sobre U1 em uma espécie

de cilíndro vertical sobre X1(U1).

A restrição F |U1×{0} = F (u, v, 0) = X1(u, v).

A matriz Jacobiana é dada por: JF (u, v, t) =


∂x
∂u

∂x
∂v

0
∂y
∂u

∂y
∂v

0
∂z
∂u

∂z
∂v

1

, e seu determinante é

det(JF ) =
∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u
=
∂(x, y)

∂(u, v)
.

Em particular, se q′ = (q, 0) ∈ U1 ×R, então det(JFq′) = ∂(x,y)
∂(u,v)

(q) 6= 0.

Pelo teorema da função inversa existem abertos W1 e W2, com W1 vizinhança de

q′ = (q, 0) ∈ U1 ×R e W2 vizinhança de F (q′) = X1(q) tal que F−1 : W2 → W1 existe e é
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Figura 6: A aplicação h = X−1
1 ◦X2.

diferenciável em W2.

Provemos que h é diferenciável em r: observe que W2 é vizinhança de X2(r), pois

X1(q) = X1(h(r)) = X1 ◦X1
−1 ◦X2(r) = X2(r).

Temos que X2 é contínua em U2 e r ∈ U2, logo existe uma vizinhança W2 de r em U2

tal que X2(W2) ⊆ W2.

Pelo teorema da função inversa, existem abertos W1 e W2, com W1 vizinhança de

q ∈ U1 e W2 vizinhança de r ∈ U2, tal que F−1 : W2 → W1 existe e é diferenciável em W1.

Então h = F−1 ◦X2 é diferenciável em r ∈ U2, já que X2 é uma parametrização de S.

Como h|W2 = F−1 ◦X2|W 2
, h restrito a W2 é uma composição de aplicações diferen-

ciáveis e portanto diferenciável. Em particular, h é diferenciável em r.

Exemplo 1.6. Seja uma esfera S2 unitária, parametrizada de duas formas:

Pelas coordenadas esféricas (θ, ϕ), onde θ é o complemento da latitude e ϕ a longin-

tude, sendo

X1(θ, ϕ) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)

e U = {(ϕ, θ) : 0 < θ < π, 0 < ϕ < 2π}.

Pela projeção estereográ�ca π : S2 − {PN} → R2, que leva pontos p = (x, y, z) da

esfera menos o pólo norte PN = (0, 0, 1) sobre o plano xy. Seja π(x, y, z) = (u, v), então
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obtemos uma parametrização X2 fazendo π−1 : R2 → S2 − {PN}, dada por

X2(u, v) =

(
2u

u2 + v2 + 1
,

2v

u2 + v2 + 1
,
u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1

)
,

com (u, v) ∈ R2 − {(0, 0)}.

Vamos considerar a parte da esfera S2 onde y > 0.

Então, usando essas duas parametrizações, temos

X−1
1 (x, y, z) =

(
arccos(z), arccotg

(
x

y

))
X−1

2 (x, y, z) =

(
x

1− z
,

y

1− z

)
.

Logo,

h = X1
−1 ◦X2 = X−1(X2(u, v)) =

(
arccos

(
u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1

)
, arcotg

(u
v

))
h−1 = X−1

2 ◦X1 = X−1
2 (X1(θ, ϕ)) =

(
sin θ cosϕ

1− cos θ
,
sin θ sinϕ

1− cos θ

)
.

que são diferenciáveis.

1.3 Funções Diferenciáveis em Superfícies

Nesta seção vamos tratar de dois tipos de aplicações sobre S, uma função f e uma

aplicação ϕ, dadas por f : V ⊂ S → R e ϕ : V ⊂ S1 → S2, com S, S1, S2 superfícies

regulares.

Primeiramente vamos de�nir sob que condições essas aplicações são diferenciáveis em

um ponto p da superfície e em seguida vamos mostrar que a diferenciabilidade de f e de

ϕ não dependem da escolha da parametrização.

1.3.1 Funções reais diferenciáveis em superfícies

De�nição 1.4. Uma função f : V ⊆ S → R,com S uma superfície regular, é diferenciável

em p ∈ S se dada uma parametrização X : U ⊆ R2 → S com p ∈ X(U) ⊆ V , temos que

f ◦X : U ∈ R2 → R é diferenciável em X−1(p) = q.
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Figura 7: A aplicação f é diferenciável em p se f ◦X é diferenciável em X1
−1(p).

Vejamos um exemplo de uma função f : S → R diferenciável.

Exemplo 1.7. Seja p0 = (x0, y0, z0) um ponto �xo de uma superfície regular S, a distância

euclidiana em R3 desse ponto a qualquer ponto p ∈ S é dado por

d : S → R

p →
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2.

No entanto, d não é diferenciável em (x0, y0, z0), então vamos considerar a função d2

distância ao quadrado, dada por

d2 : S → R

p → (x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2.

Seja um cilindro parametrizado por

X : U ⊆ R2 → R3

X(u, v) = (cosu, sinu, v),

com U : {(u, v) ∈ R2 : 0 < u < 2π,−∞ < v <∞}.

Seja um ponto �xo p0 = (0, 1, 0) do cilíndro, fazendo a composição

d2 ◦X = (cosu)2 + (sinu− 1)2 + v2

= cos2 u+ sin2 u− 2 sinu+ 1 + v2

= 2− 2 sinu+ v2,
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nota-se que d2 ◦ X é diferenciável para qualquer (u, v) ∈ U e em particular, em X−1(p)

para p um ponto qualquer do cilindro.

Proposição 1.6. A de�nição de função diferenciável independe da escolha da parametriza-

ção.

Demonstração. Sejam

X1 : U1 ⊆ R2 → S

X2 : U2 ⊆ R2 → S

duas parametrizações de S.

Seja f : S → R diferenciável em p ∈ X1(U1) ∩X2(U2) = W , em relação a X1. Então

f ◦X1 é diferenciável em X−1
1 (p) ∈ X−1(W ) ∩ U1.

Mas pela proposição 1.5, h = X−1
1 ◦X2 : X−1

2 (W )→ X−1
1 (W ) também é diferenciável,

logo a composta f ◦ X1 ◦ h = f ◦ X1 ◦ X−1 ◦ X2 = f ◦ X2 é diferenciável em X−1
2 (p) ∈

X−1
2 (W ) ⊆ U2.

Figura 8: A aplicação diferenciável f independe da parametrização de S.
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1.3.2 Funções diferenciáveis entre superfícies

De�nição 1.5. Seja ϕ : V1 ⊆ S1 → S2, com S1 e S2 superfícies regulares e V1 conjunto

aberto de S1. Dizemos que ϕ é diferenciável em p ∈ V1 se dada duas parametrizações

X1 : U1 ⊆ R2 → S1

X2 : U2 ⊆ R2 → S2

com p ∈ X1(U1), e ϕ(p) ⊆ X2(U2), temos que ϕ̃ : X−1
2 ◦ ϕ ◦X1 : U1 → U2 é diferenciável

em X−1
1 (p).

Figura 9: A aplicação ϕ é diferenciável em p se ϕ̃ é diferenciável em X1
−1(p).
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Exemplo 1.8. Seja a esfera unitária R2 dada por x2 + y2 + z2 = 1, com parametrização

X1, onde x = sin θ cosϕ, y = sin θ sinϕ, z = cos θ e U1 = (0, π)× (0, 2π).

Vamos de�nir a seguinte função

α : R3 → R3

α(x, y, z) = (ax, by, cz),

ou seja, os pontos da esfera são levados em pontos sobre o elipsóide dado por x2

a2
+ y2

b2
+

z2

c2
= 1, com parametrização X2, onde x = a sin θ cosϕ, y = b sin θ sinϕ, z = c cos θ e

U2 = (0, π)× (0, 2π).

Então fazendo a composição α̃(θ, ϕ) = X2
−1 ◦α ◦X1(θ, ϕ) = X2

−1 ◦X2(θ, ϕ) = (θ, ϕ),

logo α̃ é diferenciável.

Proposição 1.7. A de�nição de diferenciabilidade entre superfícies regulares independe

da escolha da parametrização.

Demonstração. Sejam S1, S2 superfícies regulares e ϕ : S1 → S2 uma aplicação diferen-

ciável em um ponto p de S1 de acordo com as parametrizações X1 de S1 e Y1 de S2.

Suponha que X2, Y2 sejam outras parametrizações de S1, S2 respectivamente. Vamos

mostrar que, de acordo com estas parametrizações, ϕ também é diferenciável em p.

De fato, observe que Y −1
2 ◦ ϕ ◦X2 = Y −1

2 ◦ Y1 ◦ Y −1
1 ◦ ϕ ◦X1 ◦X−1

1 ◦X2 = h2 ◦ Y −1
1 ◦

ϕ ◦X1 ◦ h−1
1 .

Como h−1
1 , h2 e Y −1

1 ◦ ϕ ◦X1 são diferenciáveis, sua composição também o é. Logo,

Y −1
2 ◦ ϕX2 é diferenciável em X−1

2 (p), donde ϕ é diferenciável em p com relação às

parametrizações X2 e Y2.
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Figura 10: A aplicação diferenciável ϕ independe da parametrização.

1.4 Plano Tangente e diferencial de uma aplicação

Como havíamos mencionado anteriormente a condição (iii) da de�nição de superfície

regular nos garante a existência de um plano tangente em p ∈ S. Nessa seção mostraremos

que para cada ponto p ∈ S, o conjunto de vetores tangentes as curvas parametrizadas de

S passando por p, constituem um plano, que denotaremos por TpS.

Vamos analisar o que acorre com as curvas sobre superfícies. Sejam,

Entendemos por vetor tangente a S em um ponto p ∈ S, o vetor tangente γ′(0) de

uma curva parametrizada γ : (−ε, ε)→ S, com γ(0) = p.

• X : U ⊆ R2 → S, uma parametrização de S

• α : (−ε, ε)→ U , curva em U

• γ : (−ε, ε)→ S, curva em S passando por p, onde γ = X ◦ α

Se X é uma parametrização de S e α é curva U tal que γ = ◦α, então esse vetor γ′(0)

é dado por:

γ(0) = X ◦ α(0)

γ′(0) = dX(α(0))α′(0) =
d

dt
(X ◦ α)(0).

Portanto, a derivada dXq mapeia os vetores velocidade de curvas passando por α(0) =
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q em vetores velocidade das suas respectivas imagens em p = X(q), vejamos a �gura a

seguir:

Figura 11: O vetor γ′(0) é tangente à curva γ no ponto p = γ(0).

De�nição 1.6. O plano tangente a uma superfície regular S em p é o conjunto de vetores

velocidade das curvas em S passando por p, com p ∈ S, denotado por TpS.

Proposição 1.8. Seja uma parametrização X : U ⊆ R2 → S de uma superfície regular

S em p, tal que X(q) = p. Então o conjunto de vetores tangentes à S em p é o subespaço

vetorial TpS = dXq(R2) ⊆ R3 de dimensão 2.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que TpS = dXq(R2) ⊆ R3.

Seja w ∈ TpS, logo existe uma curva γ : (−ε, ε)→ S, com γ(0) = p e γ′(0) = w. Por

de�nição também temos uma curva α : (−ε, ε) → U , com α(0) = q e α′(0) = v, tal que

γ = X ◦ α.

Temos

γ(0) = X ◦ α(0)

γ′(0) =
d

dt
(X ◦ α)(0) = dXα(0)α

′(0)

= dXq(v) ∈ dXq(R
2).

Portanto, TpS ⊆ dXq(R2) ⊆ R3.

Por outro lado seja w = dXq(v), α(t) = vt + q em U , com t ∈ (−ε, ε), α(0) = q e
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α′(0) = v. Considere γ = X ◦ α(t), então

γ(0) = X ◦ α(0) = X(α(0)) = X(q) = p

γ′(0) = dX(α(0))(α′(0)) = dXq(v) = w ∈ TpS.

Portanto, dXq(R2) ⊆ TpS. Logo TpS = dXq(R2) ⊆ R3.

Precisamos mostrar agora que TpS é um espaço vetorial.

Sejam W1 e W2 vetores de TpS, então

γ1 : (−ε, ε)→ S; γ1(0) = p, γ′1(0) = w1

γ2 : (−ε, ε)→ S; γ2(0) = p, γ′2(0) = w2

e

α1 : (−ε, ε)→ U ; dXq(α′1(0)) = w1

γ2 : (−ε, ε)→ S; dXq(α′2(0)) = w2

Como X é um homeomor�smo temos que X(q) = p.

Seja uma curva Φ(t) = q + t(α′1(0) + α′2(0)) em U , com t ∈ (−η, η) e η > 0.

Consideramos a curva em S

β : (−η, η)→ S

β(t) = X ◦ Φ(t)

Então,

β(0) = X ◦ Φ(0) = X(Φ(0)) = X(q) = p

β′(0) = dX(Φ(0))(Φ′(0))

= dXq(Φ′(0))

= dXq(α′1(0) + α′2(0))

= dXq(α′1(0)) + dXq(α′2(0))

= w1 + w2 ∈ TpS

Seja a curva Φ(t) = q + tλα′(0) em U , com t ∈ (−η, η), e consideramos a curva

β : (−η, η)→ S
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β(t) = X ◦ Φ(t)

Então,

β(0) = X ◦ Φ(0) = X(Φ(0)) = X(q) = p

β′(0) = dX(Φ(0))(Φ′(0))

= dXq(λα′(0)) = λW1 ∈ TpS

Logo TpS é um espaço vetorial.

Como S é uma superfície regular, a condição (iii) da de�nição1.1 nos diz que dXq é

injetiva, logo ker(dXq) = 0. Logo, TpS tem dimensão 2.

Uma equação paramétrica de um plano tangente a S em um ponto p0 = (x0, y0, z0)

é dada por (x, y, z) = (x0, y0, z0) + rXu(p0) + sXv(p0), com r, s ∈ R. O plano �ca bem

de�nido pela junção de um de seus pontos a dois vetores linearmente independentes. E

a escolha de uma parametrização X determina uma base {Xu(p), Xv(p)} para o plano

tangente, chamada de base coordenada a X. No entanto, TpS não depende da escolha de

X.

Exemplo 1.9. Sabemos pela proposição 1.1, que se a é um valor regular de uma função

ϕ : V ⊆ R3 → R diferenciável então f−1(a) é o grá�co de uma superfície regular. Então

vamos escrever a equação do plano tangente a f−1(a) em um ponto p da superfície. Para

isso precisaremos utilizar o gradiente de de f em p, denotado por ∇f(p).

Temos que ∇f(p) é ortogonal a Tpf−1(a) em p ∈ f−1(a).

Vamos mostrar que Tpf−1(a) = ker f ′(p).

Seja w ∈ Tpf−1(a), logo

γ : (−ε, ε) → f−1(a); γ(0) = p; γ′(0) = w

t → γ(t)

f ◦ γ : (−ε, ε) → R

Mas, (f ◦ γ)(t) = a então

(f ◦ γ)′(0) = f ′(γ(0)).(γ′(0)) = f ′(p)(w) = 0.

Portanto, w ∈ ker f ′(p) e Tpf−1(a) ⊆ ker f ′(p).
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Seja agora w ∈ ker f ′(p), logo f ′(p)(w) = 0.

Vamos supor sem perda de generalidade que ∂f
∂z
6= 0, então existe uma função

Φ : U ⊆ R2 → R.

(x, y) → Φ(x, y),

tal que, localmente a superfície seja o grá�co de Φ. De�na a parametrização local

X : U ⊆ R2 → R3

(x, y) → (x, y,Φ(x, y))

e

π : R3 → R2

(x, y, z) → (x, y)

Seja p = (x0, y0, z0) e w = (w1, w2, w3), logo π(w) : (w1, w2).

Sejam as curvas

α : (−ε, ε) → U

t → (x0, y0) + t(w1, w2) = (x0 + tw1, y0 + tw2)

e

β = X.α : (−ε, ε) → f−1(a)

t → (x0 + tw1, y0 + tw2,Φ(x0 + tw1, y0 + tw2))

tal que f ◦ β(t) = a , ∀t e

β(0) = (x0, y0,Φ(x0, y0)) = p

β′(0) = (w1, w2,
∂Φ

∂x
(x0, y0)w1 +

∂Φ

∂y
(x0, y0)w2).

Podemos observar que β′(0) ∈ Tpf−1(a), então precisamos mostrar que ∂Φ
∂x

(x0, y0)w1 +
∂Φ
∂y

(x0, y0)w2 = w3. No entanto, w ∈ kerf ′(p), logo w e ∇f(p) são ortogonais, então

< ∇f(p), w >= 0 ⇒ ∂f

∂x
(p)w1 +

∂f

∂y
(p)w2 +

∂f

∂z
(p)w3 = 0

⇒ w3 = −
∂f
∂x
∂f
∂z

w1 −
∂f
∂y

∂f
∂z

w2.
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Pelo teorema da função implícita ∂Φ
∂x

= −
∂f
∂x
∂f
∂z

e ∂Φ
∂y

= −
∂f
∂y
∂f
∂z

, portanto w3 = ∂Φ
∂x
w1+ ∂Φ

∂y
w2.

Logo kerf ′(p) ⊆ Tpf
−1(a).

Portanto, Tpf−1(a) = ker f ′(p). Em outras palavras, Tpf−1(a) é formada precisamente

pelos vetores de R3 que são ortogonais a ∇f(p).

Então, ∀w ∈ Tpf
−1(a) temos que w⊥∇f(p), tomando p = (x0, y0, z0) e w = (x −

x0, y − y0, z − z0) temos a equação de Tpf−1(a) em p dada por

< ∇f(p), w >= 0⇒ ∂f

∂x
(p)(x− x0) +

∂f

∂y
(p)(y − y0) +

∂f

∂z
(p)(z − z0) = 0.

Quando provamos a igualdade Tpf−1(a) = ker f ′(p) podemos garantir a recíproca, que

se < ∇f(p), w >= 0, ou seja, se w satisfaz a sua equação ∂f
∂x

(p)(x−x0) + ∂f
∂y

(p)(y− y0) +
∂f
∂z

(p)(z − z0) = 0, então necessáriamente w ∈ TpS. Esta equação poderia a priori ser

satisfeita por vetores de fora do plano tangente, mas mostrando que Tpf−1(a) = ker f ′(p)

garantimos que não.

Como já de�nimos plano tangente, podemos falar da diferencial das aplicações de�nidas

na seção 1.3.

De�nição 1.7. Seja uma superfície regular S e uma função f : V ⊆ S → R diferenciável

em V , a cada p ∈ V associamos uma aplicação linear dfp : TpS → R que é chamada a

diferencial de f em p, que de�nimos:

Seja wp ∈ TpS e γ : t ∈ (−ε, ε) → S uma curva diferenciável tal que γ(0) = p e

γ′(0) = wp, então a curva β = f ◦ γ é diferenciável e dfp(wp) = β′(0) = d
dt

(f ◦ γ)(0), com

β(0) = f(p).

De�nição 1.8. Sejam S1 e S2 superfícies regulares e uma aplicação ϕ : V1 ⊆ S1 → S2

contínua e diferenciável em V1, a cada p ∈ V1 de�nimos a aplicação linear

dϕp : TpS1 → Tϕ(p)S2

atuando em um vetor wp ∈ TpS1 da seguinte forma:

Seja γ : t ∈ (−ε, ε)→ S1 diferenciável, com γ(0) = p e γ′(0) = wp, então

dϕp(wp) = β′(0) =
d

dt
(ϕ ◦ γ)(0),

com β = ϕ ◦ γ, β(0) = ϕ(p).
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As de�nições 1.7 e 1.8 são análogas, assim a proposição a seguir será demonstrada

para um dos casos, o outro pode ser feito usando o mesmo raciocínio.

Proposição 1.9. A diferencial dϕp : TpS1 → Tϕ(p)S2 é linear e não depende da escolha

da curva que passa por p com vetor tangente wp.

Demonstração. Seja uma curva γ : (−ε, ε)→ S1, com γ(0) = p e β = ϕ ◦ γ, seja também

X1 parametrização de S1 em uma vizinhança de p e X2 uma parametrização de S2 em

uma vizinhança de ϕ(p).

Primeiramente vamos mostrar que não depende da escolha da curva γ que passa por

p. Sejam

γ1 : (−ε, ε)→ R3; γ1(0) = p; γ′1(0) = w

γ2 : (−ε, ε)→ R3; γ2(0) = p; γ′2(0) = w

dϕγ1(0)(γ
′
1(0)) = dϕp(γ

′
1(0)) = dϕp(w)

dϕγ2(0)(γ
′
2(0)) = dϕp(γ

′
2(0)) = dϕp(w)

Portanto, dϕp não depende da curva γ passando por p.

Podemos reescrever β = X2◦X−1
2 ◦ϕ◦X1◦X−1

1 ◦γ, mas sabemos que X−1
2 ◦ϕ◦X1 = h

é a mudança de parâmetros, logo β = X2 ◦ h ◦X−1
1 ◦ γ.

Seja agora a curva α = X−1
1 ◦ γ(t), com t ∈ (−ε.ε). Então

β = X2 ◦ h ◦ α(t)⇒ β′(0) =
d

dt
(X2 ◦ h ◦ α)(0) = dX2(r)dhqα

′(0)

Sejam w1, w2 ∈ TpS1, λ ∈ R e as curvas

γ1 : (−ε, ε)→ S1, w1 = γ′1(0),

γ2 : (−ε, ε)→ S2, w2 = γ′2(0),

α1 : (−ε, ε)→ U,

α2 : (−ε, ε)→ U,
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então

dϕp(λw1 + w2) = dϕp ◦ dX1(q)(λα
′
1(0) + α′2(0))

= dX2(r) ◦ dhq(λα′1(0) + α′2(0))

= λdX2(r)(dhq(α
′
1(0)) + dX2(r)(dhq(α2(0))

= λdϕp ◦ dX1(q)(α
′
1(0)) + dϕp ◦ dX1(q)(α

′
2(0))

= λdϕp(w1) + dϕ(w2).

Portanto a diferencial dϕp é linear.
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2 Primeira Forma Fundamental,

Aplicação Normal e Segunda

Forma Fundamental

A primeira coisa que um habitante de uma superfície, com alguma curiosidade pela

geometria, talvez queira saber, é como medir a distância entre dois pontos da superfície.

Logo, na seção 2.1 iremos apresentar a primeira forma fundamental, permitindo o cálculo

de medidas sobre a superfície sem fazer menção ao espaço ambiente onde está a superfície.

Assim como a taxa de variação do vetor tangente a uma curva mede o quão essa curva

deixa de ser reta, na seção 2.1 estenderemos essa idéia para superfícies regulares, isto é,

tentaremos medir o quão rapidamente uma superfície S deixa de ser plana, introduzindo

então a aplicação normal de Gauss.

Na seção 2.3 apresentaremos a segunda forma fundamental, uma forma quadrática

que está relacionada com a aplicação normal de Gauss.

2.1 Primeira Forma Fundamental

Até aqui, estudamos as superfícies regulares do ponto de vista da diferenciabilidade.

Nessa seção apresentaremos a primeira forma quadrática, denominada primeira forma fun-

damental, que nos permite efetuar alguns cálculos geométricos, tais como o comprimento

de arcos, ângulos entre curvas e áreas de regiões na superfície.

De�nição 2.1. Seja S uma superfície regular e TpS o plano tangente a S no ponto p. A

forma quadrática Ip de�nida por:

Ip : TpS → R

w → Ip(w) =< w,w >p= ||w||2 ≥ 0

é chamada de primeira forma fundamental.
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Como podemos observar, a primeira forma fundamental é basicamente o produto

interno usual do R3 restrito aos vetores tangentes a S.

Vamos agora expressar a primeira forma fundamental na base {Xu, Xv} associada a

parametrização X(u, v) em p.

Seja o vetor w ∈ TpS, façamos uma curva γ tal que γ(0) = p e γ′(0) = w e

β : (−ε, ε) → U ⊆ R2

t → β(t) = (u(t), v(t))

dada por β = X−1 ◦ γ, tal que β(0) = q, com X(q) = p.

Notemos ainda que ∀t ∈ (−ε, ε) teremos γ′(t) = X ′(β(t))β′(t) = Xu(β(t))u′(t) +

Xv(β(t))v′(t), onde β′(t) = (u′(t), v′(t)).

Assim,

Ip(w) = < w,w >p = < γ′(0), γ′(0) >γ(0)

= < Xu(β(0))u′(0) +Xv(β(0))v′(0), Xu(β(0))u′(0) +Xv(β(0))v′(0) >p

= < Xu, Xu >pu
′2 + 2 < Xu, Xv > u′v′+ < Xv, Xv > v′

2
.

Vamos denotar E =< Xu, Xu >, F =< Xu, Xv > e G =< Xv, Xv >, que chamaremos

de coe�cientes da primeira forma fundamental.

Vejamos agora alguns exemplos.

Exemplo 2.1. O plano π que passa por um dado ponto p e tem a direção dos vetores w1 =

(a, b, c) e w2 = (d, e, f) unitários e ortogonais é parametrizado por X(u, v) = p+uw1+vw2.

Logo, Xu = w1 e Xv = w2. Assim

E = < Xu, Xu >=< w1, w1 >= 1

F = < Xu, Xv >=< w1, w2 >= 0

G = < Xv, Xv >=< w2, w2 >= 1

Exemplo 2.2. Seja um cilindro vertical, parametrizado por X(u, v) = (cosu, sinu, v),

com U = {(u, v) ∈ R2 : 0 < u < 2π,−∞ < v <∞}.
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Logo, Xu = (− sinu, cosu, 0) e Xv = (0, 0, 1). Assim

E = < Xu, Xu >= sin2 u+ cos2 u = 1

F = < Xu, Xv >= 0

G = < Xv, Xv >= 1

Exemplo 2.3. A esfera S parametrizada em coordenadas esféricas é dada por

X(θ, ϕ) = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ),

com 0 < θ < π e 0 < ϕ < 2π.

Logo, Xθ = (r cos θ cosϕ, r cos θ sinϕ,−r sin θ) e Xϕ = (−r sin θ sinϕ, r sin θ cosϕ, 0).

Assim

E = < Xθ, Xθ >= r2

F = < Xθ, Xϕ >= 0

G = < Xϕ, Xϕ >= r2 sin2 θ

Agora que conhecemos a primeira forma fundamental podemos estudar questões ge-

ométricas sobre uma superfície regular, como havíamos citado anteriormente. Vejamos

então como calcular comprimentos de arcos, ângulos e áreas em S.

O comprimento de arco de uma curva γ de�nida em um intervalo é dado por:

L(γ) =

∫ b

a

||γ′(t)||dt.

Vamos considerar uma superfície regular S e uma parametrização X : U → S, com

U ⊆ R2. E sejam as curvas

α(t) : (a, b) → U

γ(t) : (a, b) → S

tal que γ(t) = X ◦ α(t) = X(u(t), v(t)), então γ′(t) = Xuu
′(t) +Xvv

′(t)

Então

||γ′(t)|| =
√
< γ′(t), γ′(t) >

=
√
Iγ(t)(γ′(t))

=
√
< Xu, Xu > (u′(t))2 + 2 < Xu, Xv > u′(t)v′(t)+ < Xv, Xv > (v′(t))2
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Usando os coe�cientes da primeira forma fundamental temos:

||γ′(t)|| =
√
E(u′(t))2 + Fu′(t)v′(t) +G(v′(t))2.

Então,

L(γ) =

∫ b

a

√
E(u′(t))2 + Fu′(t)v′(t) +G(v′(t))2dt.

Exemplo 2.4. Seja a esfera S de raio r dada no exemplo anterior. Temos os seguintes

coe�cientes da primeira forma fundamental E = r2,F = 0 e G = r2sin2 θ. Então o

comprimento de arco de uma curva contida na esfera é

L(γ(t)) =

∫ b

a

√
E(θ′(t))2 + 2Fθ′(t)ϕ′(t) +G(ϕ′(t))2dt

=

∫ b

a

√
r2(θ′(t))2 + r2 sin2 θ(ϕ′(t))2dt.

Vamos �xar θ = π
2
e e variar ϕ = t, com t ∈ (0, 2π), então θ′(t) = 0 e ϕ(t) = 1.

Logo,

L(γ(t)) =

∫ 2π

0

√
r2 sin2 π

2
dt = r

∫ 2π

0

dt = rt|2π0 = 2πr

que é o comprimento do equador de S.

Exemplo 2.5. Seja o cilindro vertical, parametrizado por X(u, v) = (r cosu, r sinu, v) que

vimos no exemplo 2.2. Temos os seguintes coe�cientes da primeira forma fundamental:

E = r2, F = 0 e G = 1.

Vamos considerar a curva γ(t) contida no cilindro, com u(t) = t, 0 < t < 2π e

v(t) = v0 �xo, dessa forma teremos uma circunferência contida no cilindro.

Seja v(t) = 0 e u(t) = t, 0 < t < 2π, então o comprimento de arco é

L(γ) =

∫ 2π

0

√
Eu′(t)2 +Gu′(t)v′(t) + Fv′(t)2dt,

mas u′(t) = 1 e v′(t) = 0 então

L(γ) =

∫ 2π

0

√
r2dt = rt|2π0 = 2πr

No caso anterior a variável v era �xa e a u variava, no entanto podemos tomar
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u(t) = u0 �xo e v(t) = t, com a < t < b e a, b ∈ R. Assim, u′(t) = 0 e v′(t) = 1, então

L(γ) =

∫ b

a

√
Gdt =

∫ b

a

dt = t|ba = (b− a)

que é o comprimento de um segmento vertical contido no cilindro.

Nos exemplos 2.1 e 2.2 podemos perceber que os coe�cientes da primeira forma funda-

mental são os mesmos no plano e no cilindro de raio unitário. Isso não é mera coincidên-

cia, esse assunto será tratado na seção 4.1. Vamos dar agora apenas uma justi�cativa

geométrica para isso.

Seja uma folha de papel plana, por exemplo, se enrolarmos a folha teremos um cilindro,

de modo óbvio, sem deformações. Se traçarmos uma curva na folha plana, depois de

enrolada, torna-se uma curva no cilíndro e como não houve deformações, o comprimento

de ambas as curvas coincidem.

Com efeito, a transformação geométrica do plano no cilíndro que referimos acima é

um difeomor�smo especial, como veremos na seção 4.1.

Figura 12: Curva no plano transformada numa curva no cilíndro.

Vejamos agora como medir ângulos entre curvas em uma superfície.

Seja S uma superfície regular e X uma parametrização de S.

Sejam γ1(t) = X ◦ α1 e γ2(t) = X ◦ α2 curvas em S que se interceptam em um ponto

t = t0, no ponto p = X(q) = γ1(t0) = γ2(t0).

O ângulo θ entre curvas em p, é de�nido como o ângulo θ entre 0 e π formado pelos

vetores γ′1(t0) e γ2(t0), ou seja, é o ângulo entre 0 e π tal que:

cos θ =
< γ′1(t0), γ′2(t0) >

||γ′1(t0)||||γ2(t0)||

Agora vamos reescrever a de�nição acima usando os coe�cientes da primeira forma

fudamental.
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Temos

α1(t) = (u1(t), v1(t))α2(t) = (u2(t), v2(t)),

γ′1(t0) = Xuu
′
1(t0) +Xvv

′
1(t0)

γ′2(t0) = Xuu
′
2(t0) +Xvv

′
2(t0)

então

< γ′1(t0), γ′2(t0) > = < Xu, Xu > u′1(t0)u′2(t0)+ < Xu, Xv > (u′1(t0)v′2(t0) + v′1(t0)u′2(t0))+ < Xv, Xv > v′1(t0)v′2(t0)

= Eu′1(t0)u′2(t0) + F (u′1(t0)v′2(t0) + v′1(t0)u′2(t0)) +Gv′1(t0)v′2(t0).

Temos ainda que

||γ′1(t0)|| =
√
< γ′1(t0), γ′1(t0) >

=
√
< Xu, Xu > (u1(t0))2 + 2 < Xu, Xv > u′1(t0)v′1(t0)+ < Xv, Xv > (v′1(t0))2

=
√
E(u′1(t0))2 + 2Fu′1(t0)v′1(t0) +G(v′1(t0))2

e

||γ′2(t0)|| =
√
< γ′2(t0), γ′2(t0) >

=
√
X2
u(u′2(t0))2 + 2XuXvu′2(t0)v′2(t0) +X2

v (v′2(t0))2

=
√
E(u′2(t0))2 + 2Fu′2(t0)v′2(t0) +G(v′2(t0))2.

Obtemos assim o ângulo θ, por comodidade vamos omitir o ponto de aplicação t0 da

fórmula abaixo,

θ = arccos
Eu′1u

′
2 + F (u′1v

′
2 + v′1u

′
2) +Gv′1v

′
2√

(E(u′1)2 + 2Fu′1v
′
1 +G(v′1)2)(E(u′2)2 + 2Fu′2v

′
2 +G(v′2)2)

Exemplo 2.6. Dada uma superfície regular S e uma parametrização X de S em uma

vizinhança do ponto p ∈ S passando por p, tais que seus vetores tangentes são Xu e Xv.

Então θ �ca de�nido por:

θ = arccos
< Xu, Xv >

||Xu||||Xv||
= arccos

F√
EG

.

Uma outra questão métrica que podemos tratar com a primeira forma fundamental é
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a de�nição de área de uma região limitada de uma superfície regular S.

Seja S uma superfície regular, X : U ⊆ R2 → S uma parametrização de S e R ⊆ S

uma região limitada de S, de forma que, R é a imagem por X de uma região Q ⊆ U

limitada.

Vamos considerar uma partição P que divide Q em um número �nito de regiões Qij e

consequentemente teremos um número �nito de Rij partições de R. Então X(Qij) = Rij.

Temos que:

∆ui = ui − ui−1

∆vj = vj − vj−1

Agora vamos aproximar a área da região X(Qij) pela área do paralelogramo em TpS,

onde p = (ui−1, vj−1).

Os vetores w1 e w2 em TpS, são imagens dos lados dos retângulos Qij, tal que

w1 = ∆uiXu

w2 = ∆vjXv

A área do paralelogramo gerado por w1 e w2 é:

Aij = ||w1 × w2|| = ||∆uiXu ×∆vjXv|| = ∆ui∆vj||Xu ×Xv||

Figura 13: A área Rij é aproximada pela área do paralelogramo TpS com lados w1 e w2.

A área da superfície será dada quando o número de partições Qij tenderem a in�nito,
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ou seja, quando a norma das partições tenderem a zero.

Logo,

A = lim
|P |→0

∑
Rij∈P

Aij

= lim
|P |→0

∑
Rij∈P

∆ui∆vj||Xu ×Xv||

=

∫∫
Q

du dv||Xu ×Xv||,

onde |P | = sup{∆ui∆vj : Rij ∈ P}

Podemos mostrar que a área de regiões contidas em S é independente da parametriza-

ção X, mas para isso precisamos utilizar o seguinte teorema de mudança de variáveis para

integrais múltiplas, cuja demonstração não será feita neste trabalho.

Teorema 2.1. Seja f uma aplicação integrável sobre Q,sendo Q uma região fechada e

limitada do plano uv. Seja Q̃ uma região fechada e limitada do plano ũṽ e uma aplicação

h : Q̃→ Q. Se h for uma bijeção com derivadas parciais contínuas em Q̃ e se ∂(u,v)
∂(ũ,ṽ)

não

se anula em Q̃, então∫∫
Q

f(u, v) du dv =

∫∫
Q̃

f(u(ũ, ṽ), v(ũ, ṽ))

∣∣∣∣∂(u, v)

∂(ũ, ṽ)

∣∣∣∣ dũ dṽ.
Temos que

∣∣∣∂(u,v)
∂(ũ,ṽ)

∣∣∣ é a matriz jacobiana da mudança de parâmetros h = X−1 ◦ X̃, com

h : Q̃→ Q.

Assim, usando o teorema 2.1 temos∫∫
Q̃

||X̃ũ × X̃ṽ|| dũ dṽ =

∫∫
Q̃

||Xu ×Xv||
∣∣∣∣∂(u, v)

∂(ũ, ṽ)

∣∣∣∣ dũ dṽ
=

∫∫
Q

||Xu ×Xv|| du dv.

Então a integral envolvida para calcular área de regiões contidas numa superfície

independe da parametrização.

De�nição 2.2. Seja R ⊆ S uma região limitada de uma superfície regular, contida em

uma vizinhança coordenada de uma parametrização X : U ⊆ R2 → S.
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O número positivo dado por

A(R) =

∫∫
Q

||Xu ×Xv|| du dv,

com X(Q) = R, é chamado área de R.

Agora que de�nimos a área de R, podemos escrevê-la usando os coe�cientes da

primeira forma fundamental. Primeiramente podemos notar que

||Xu ×Xv|| = ||Xu||||Xv|| sin(u, v)

e

< Xu, Xv >= ||Xu||||Xv|| cos(u, v).

Então,

||Xu ×Xv||2+ < Xu, Xv >
2 = ||Xu||2||Xv||2 sin2(u, v) + ||Xu||||Xv|| cos2(u, v)

= ||Xu||2||Xv||2

Assim,

||Xu ×Xv|| =
√
||Xu||2||Xv||2− < Xu, Xv >2 =

√
EG− F

Logo,

A(R) =

∫∫ √
EG− F 2 du dv.

Exemplo 2.7. Seja S uma esfera de raio r dada por X(θ, ϕ) = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ),

com 0 < θ < π e 0 < ϕ < 2π.

Vamos calcular a área total da esfera:

A(R) =

∫ 2π

0

∫ π

0

√
EG− F 2 dθ dϕ

=

∫ 2π

0

∫ π

0

r2 sin θ dθ dϕ

= r2

∫ 2π

0

(

∫ π

0

sin θ dθ) dϕ

= r2

∫ 2π

0

(− cos π + cos 0) dϕ

= r2

∫ 2π

0

2 dϕ = 4πr2.

Exemplo 2.8. Seja T2 um toro dado por X(θ, ϕ) = ((a+r cos θ) cosϕ, (a+r cos θ) sinϕ, r sin θ),
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onde U = {(θ, ϕ) ∈ R2 : 0 < θ < 2π, 0 < ϕ < 2π}. Vamos calcular a área dessa superfície.

Primeiramente vamos calcular os coe�cientes da primeira forma fundamental:

Xθ = (−r sin θ cosϕ,−r sin θ sinϕ, r cos θ)

Xϕ = (−(a+ r cos θ) sinϕ, (a+ r cos θ) cosϕ, 0).

Logo

E =< Xθ, Xθ > = r2 sin2 θ cos2 ϕ+ r2 sin2 θ sin2 ϕ+ r2 cos2 θ

= r2 sin2 θ(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) + r2 cos2 θ

= r2

F =< Xθ, Xϕ > = r(a+ r cos θ) sin θ cosϕ sinϕ− r(a+ r cos θ) sin θ sinϕ cosϕ

= 0

G =< Xϕ, Xϕ > = (a+ r cos θ)2 sin2 ϕ+ (a+ r cos θ)2 cos2 ϕ

= (a+ r cos θ)2.

Portanto,
√
EG− F 2 =

√
r2(a+ r cos θ)2 = r(a+ r cos θ).

Então a área do toro é

A(R) =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

r(a+ r cos θ)dθdϕ

= r

∫ 2π

0

(∫ 2π

0

(a+ r cos θ)dθ

)
dϕ

= r

∫ 2π

0

(∫ 2π

0

adθ +

∫ 2π

0

cos θdθ

)
dϕ

= r

∫ 2π

0

(
a|π0 + sin θ|2π0

)
dϕ

= r

∫ 2π

0

a2πdϕ

= 2πar(ϕ|2π0 )

= 4π2ar.

2.2 Aplicação Normal de Gauss

Começaremos essa seção discutindo em que sentido e quando é possível orientar uma

superfície regular.
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Temos que {Xu, Xv} formam uma base para o plano tangente TpS. Então para todo

ponto p ∈ X(U) ⊆ S, podemos encontrar um vetor normal unitário a TpS, dado por:

N(p) =
Xu ×Xv

||Xu ×Xv||
.

De�nição 2.3. Seja S uma superfície regular, V ⊆ S um conjunto aberto. Chamamos a

aplicação N : V ⊆ S → R3 de campo diferencial de vetores normais.

De�nição 2.4. Uma superfície S é dita orientável se existe um campo de vetores unitários

de�nidos em toda a superfície. Ou seja, existe uma aplicação diferenciável e contínua

N : S → S2

p → N(p), ∀p ∈ S

De�nição 2.5. A aplicação normal de Gauss é a aplicação N : S → S2 ⊆ R3 dada

localmente por N(p) = Xu×Xv
||Xu×Xv || , onde S

2 é a esfera unitária.

A aplicação normal de Gauss une todos os vetores normais unitários a superfície S,

fazendo com que tenham a mesma origem, formando um subconjunto da esfera unitária,

como mostra a �gura a seguir.

Figura 14: Aplicação normal de Gauss.

O vetor N(p) é normal a TpS em p e a TN(p)S
2, ou seja TpS e TN(p)S

2 são paralelos,

logo podem ser identi�cados como os mesmos espaços vetoriais.

Vamos estudar agora a variação de N , ou seja, a derivada de N .

Como TpS e TN(p)S
2 são paralelos, então a derivada de aplicação normal dN(p) :

TpS → TN(p)S
2 pode ser vista como uma aplicação linear em TpS. E age sobre a superfície

da seguinte forma:
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Seja γ : (−ε, ε)→ S, com γ(0) = p e consideramos a curva parametrizada N ◦ γ(t) =

N(t), equivale a restringir o campo vetorial N a curva γ(t), formando assim um curva em

S2, dada pelos extremos dos vetores N(t).

Temos que N(t) = N ◦ γ(t), então o vetor tangente a N(t) em N(p) é dado por:

N ′(t) = dNγ(t) ◦ γ′(t)

N ′(0) = dNp ◦ γ′(0),

mede a taxa de variação do vetor normal N restrita a curva γ(t), medindo o quanto a

superfície se afasta do plano tangente TpS, em um vizinhança de p ∈ S.

Figura 15: A aplicação dN(p) mede a variação de N(p).

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.9. Seja π um plano com a seguinte parametrização, ax + by + cz + d = 0,

sabemos que o vetor (a,b,c) é um vetor normal ao plano π, logo o vetor normal unitário

ao plano em p é dado por:

N(p) =
(a, b, c)

||(a, b, c)||
=

(a, b, c)√
a2 + b2 + c2

,

que é o mesmo vetor para todo p ∈ S. Portanto dN(p) = 0, ∀p ∈ S.
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Figura 16: No plano o vetor N(p) é constante para todo ponto p, logo dNp = 0 .

Exemplo 2.10. Seja S2 uma esfera de raio r dada por {(x, y, z) ∈ R3 : x2 +y2 +z2 = r2}.
Vamos considerar apenas a parametrização do hemisfério norte da esfera, X(u, v) =

(u, v,
√
r2 − (u2 + v2)), com (u, v) ∈ U e U = {(u, v) ∈ R2 : u2 + v2 < r2}.

Temos que Xu =

(
1, 0, −u√

r2−(u2+v2)

)
e Xv =

(
0, 1, −v√

r2−(u2+v2)

)
.

O vetor normal unitário é

N =
Xu ×Xv

||Xu ×Xv||
=

(
u

r
,
v

r
,

√
r2 − (u2 + v2)

r

)
.

Seja p = (x, y) ∈ X(U), então N(x
r
, y
r
, z
r
). Esse resultado também é válido para todo

p ∈ S2.

Vamos considerar a curva γ em S2 dada por γ(t) = (x(t), y(t), z(t)), com γ(0) = p e

γ′(0) = w.

Restrito a curva γ temos que

N(γ(t)) = N(t) =
1

r
(x(t), y(t), z(t))

dN(γ′(0)) = dN(w) = N ′(0) =
1

r
(w), ∀p ∈ S, w ∈ TpS.

No entanto, para cobrir a esfera precisamos das outras cinco parametrizações, que

obteremos o mesmo resultado.
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Figura 17: Na esfera de raio r, temos dN(w) = 1
r
(w) .

Exemplo 2.11. Seja um cilindro dado por {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1}. Temos a

seguinte parametrização do cilindro: X(u, v) = cosu, sinu, v, onde U = {(u, v) ∈ R2 :

0 < u < 2π,−∞ < v <∞}. Logo,

Xu = (− sinu, cosu, 0)

Xv = (0, 0, 1).

Fazendo os devidos cáculos, obtemos N = (cosu, sinu, 0), ou seja, N = (x, y, 0).

Considerando uma curva qualquer no cilindro, γ(t) = (x(t), y(t), z(t)), temos que

γ′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)). Se restringirmos o vetor normal N(t) = (x(t), y(t), 0) temos

dN(γ′(t)) = N ′(t) = (x′(t), y′(t), 0).

Se a curva γ for uma reta no cilindro paralela ao eixo Oz, teremos que o vetor w1

tangente a curva também será paralelo ao eixo Oz, logo dN(w1) = 0.
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Figura 18: Se a curva γ é paralela ao eixo Oz o vetor N(p) é constante para todo ponto
p ∈ γ, logo dNp = 0.

Agora se a curva γ for paralela ao plano xy, teremos o vetor w2 tangente a curva,

onde dNp(w2) = w2.

Figura 19: Se a curva γ é paralela ao eixo xy, dNp(w2) = w2 .

Vamos usar a seguinte notação, se w ∈ TpS e {Xu, Xv} é uma base de TpS, então w

pode ser escrito como combinação linear dos vetores da base

w = wuXu + wvXv, wu, wv ∈ R

e

dNp(w) = dNp(w
uXu + wvXv) = wudNp(Xu) + wvdNp(Xv) = wuNu + wvNv.

Proposição 2.1. A diferencial dNp : TpS → TpS da aplicação normal de Gauss é uma

aplicação linear auto-adjunta.

Demonstração. Seja S uma superfície regular com X(u, v) uma parametrização de S em

p.
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Já sabemos pela proposição 1.9 que dNp é linear, então temos apenas que mostrar

que dNp é auto-adjunta.

Temos que {Xu, Xv} a base associada a TpS e sejam w1 e w2 vetores de TpS que

também formam uma base {w1, w2} para TpS. Teremos que mostrar que

< dNp(w1), w2 >=< w1, dNp(w2) > .

Mas

w1 = wu1Xu + wv1Xv, wu1 , w
v
1 ∈ R

w2 = wu2Xu + wv2Xv, wu2 , w
v
2 ∈ R

combinação linear dos vetores da base. E

dNp(w1) = wu1Nu + wv1Nv

dNp(w2) = wu2Nu + wv2Nv,

então temos

< dNp(w1), w2 > = < dNp(w1), wu2Xu + wv2Xv >

= wu2 < dNp(w1), Xu > +wv2 < dNp(w1), Xv >

= wu2 < wu1Nu + wv1Nv, Xu > +wv2 < wu1Nu + wv1Nv, Xv >

= wu2w
u
1 < Nu, Xu > +wu2w

v
1 < Nv, Xu > +wv2w

u
1 < Nu, Xv >

+ wv2w
v
1 < Nv, Xv >

e

< dNp(w2), w1 > = < dNp(w2), wu1Xu + wv1Xv >

= wu1 < wu2Nu + wv2Nv, Xu > +wv1 < wu2Nu + wv2Nv, Xv >

= wu1w
u
2 < Nu, Xu > +wu1w

v
2 < Nv, Xu > +wv1w

u
2 < Nu, Xv >

+ wv1w
v
2 < Nv, Xv >

Para que < dNp(w1), w2 >=< dNp(w2), w1 >, pelas expressões acima temos que

< Nv, Xu >=< Nu, Xv > .

Sabemos que N é ortogonal a Xu e Xv então < N,Xu >= 0 e < N,Xv >= 0,
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derivando
∂

∂u
< N,Xv >=< Nu, Xv > + < N,Xvu >= 0

e
∂

∂v
< N,Xv >=< Nv, Xu > + < N,Xuv >= 0.

Mas < N,Xuv >=< N,Xvu >, então < Nv, Xu >=< Nu, Xv >.

Então dNp é uma aplicação auto-adjunta.

Agora que provamos que a diferencial dNp = TpS → TpS é auto-adjunta, podemos as-

sociar a ela uma forma bilinear simétrica, ou seja B : TpS×TpS → R, dada porB(u, v) =<

dNp(u), w > e assim associar uma forma quadrática, nesse caso Q : TpS → R dada por

Q(v) = B(v, v) =< dNp(v), v >.

2.3 Segunda Forma Fundamental

Nesta seção vamos de�nir a segunda forma fundamental sob um aspecto algébrico, e

no próximo capítulo veremos uma interpretação geométrica.

De�nição 2.6. A forma quadrática IIp, de�nida em TpS por IIp = − < dNp(v), v > é

chamada a segunda forma fundamental de S em p.

Podemos observar que na de�nição da segunda forma fundamental utilizamos a forma

quadrática −Q apenas por convenção, veremos o porquê mais adiante.

A partir de agora vamos considerar que todas as parametrizações X : U ⊆ R2 → S

são compatíveis com a orientação de S, ou seja, em X(U), N = Xu×Xv
||Xu×Xv || .

Vamos calcular a segunda forma fundamental em um vetor γ′(t) em TpS.

SejamX(u, v) uma parametrizaçõ de p ∈ S e γ(t) = X(u(t), v(t)) uma curva parametrizada

em S, com γ(0) = p. Para simpli�car a notação, convencionaremos que todas as funções

que aparecem abaixo indicam seus valores no ponto p.

Temos que γ′ = Xuu
′ +Xvv

′ e

N(t) = N(γ(t)) = N(u(t), v(t))

dN(γ′) = N ′(u′(t), v′(t)) = Nuu
′ +Nvv

′.
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Mas Nu, Nv ∈ TpS então

Nu = a11Xu + a21Xv

Nv = a12Xu + a22Xv

portanto

dN(γ′) = (a11Xu + a21Xv)u
′ + (a12Xu + a22Xv)v

′

= Xu(a11u
′ + a12v

′) +Xv(a21u
′ + a22v

′)

isto é,

dN

(
u′

v′

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)(
u′

v′

)
.

Isso mostra que na base {Xu, Xv}, dN é dada pela matriz (aij), i, j = 1, 2, chamada

de matriz de Weingarten.

Note que esta matriz não é necessariamente simétrica, a não ser que {Xu, Xv} seja
uma base ortonormal.

Por outro lado, a expressão da segunda forma fundamental na base {Xu, Xv} é dada
por

IIp(γ
′) = − < dNp(γ′), γ′ >

= − < Nuu
′ +Nvv

′, Xuu
′ +Xvv

′ >

= −(u′
2
< Nu, Xu > +u′v′ < Nu, Xv > +v′u′ < Nv, Xu > +v′

2
< Nv, Xv >).

No entanto, < Nu, Xv >=< Nv, Xu >, então

IIp(γ
′) = −(u′

2
< Nu, Xu > +2u′v′ < Nu, Xv > +v′

2
< Nv, Xv >).

Vamos denotar

−e = < Nu, Xu >,

−f = < Nu, Xv >,

−f = < Nv, Xu >,

−g = < Nv, Xv >,
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que chamaremos de coe�cientes da segunda forma fundamental.

Então temos a seguinte expressão:

IIp(γ
′) = eu′

2
+ 2fu′v′ + gv′

2

Vamos obter agora os valores de aij em termos dos coe�cientes da primeira e da

segunda forma fundamental.

−e = < Nu, Xu >=< a11Xu + a21Xv, Xu >= a11 < Xu, Xu > +a21 < Xv, Xu >

−f = < Nu, Xv >=< a11Xu + a21Xv, Xv >= a11 < Xu, Xv > +a21 < Xv, Xv >

−f = < Nv, Xu >=< a21Xu + a22Xv, Xu >= a21 < Xu, Xu > +a22 < Xv, Xu >

−g = < Nv, Xv >=< a21Xu + a22Xv, Xv >= a21 < Xu, Xv > +a22 < Xv, Xv > .

Substituindo os coe�cientes da primeira forma fundamental nas expressões acima

obtemos:

−e = a11E + a21F

−f = a11F + a21G

−f = a21E + a22F

−g = a21F + a22G

As relações acima podem ser expressas em forma matricial:

−

(
e f

f g

)
=

(
a11 a21

a12 a22

)(
E F

F G

)
,

logo, (
a11 a21

a12 a22

)
= −

(
e f

f g

)(
E F

F G

)−1

.

No entanto, (
E F

F G

)−1

=
1

EG− F 2

(
G −F
−F E

)
,
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então podemos calcular a11,a21,a12 e a22:

a11 =
fF − eG
EG− F 2

a12 =
gF − fG
EG− F 2

a21 =
eF − fE
EG− F 2

a22 =
fF − gE
EG− F 2

Para efeito de futuros cálculos, o procedimento para encontrar os coe�cientes da se-

gunda forma fundamental será o seguinte:

Temos que < N,Xu >=< N,Xv >= 0, então

∂

∂u
< N,Xu > = < Nu, Xu > + < N,Xuu >= 0

∂

∂v
< N,Xv > = < Nv, Xv > + < N,Xvv >= 0

∂

∂v
< N,Xu > = < Nv, Xu > + < N,Xuv >= 0.

Das equações acima temos que:

• < Nu, Xu >= − < N,Xuu >

• < Nv, Xv >= − < N,Xvv >

• < Nv, Xu >= − < N,Xuv > .

Logo podemos escrever os coe�cientes da segunda forma fundamental da seguinte

forma:

e = < N,Xuu >=

〈
Xu ×Xv

||Xu ×Xv||
, Xuu

〉
=

1

||Xu ×Xv||
〈Xu ×Xv, Xuu〉

=
det (Xu, Xv, Xuu)√

EG− F 2

f = < N,Xuv >=

〈
Xu ×Xv

||Xu ×Xv||
, Xuv

〉
=

1

||Xu ×Xv||
〈Xu ×Xv, Xuv〉

=
det (Xu, Xv, Xuv)√

EG− F 2

g = < N,Xvv >=

〈
Xu ×Xv

||Xu ×Xv||
, Xvv

〉
=

1

||Xu ×Xv||
〈Xu ×Xv, Xvv〉

=
det (Xu, Xv, Xvv)√

EG− F 2
.

Utilizamos a notação < Xu × Xv, Xuu >= det(Xu, Xv, Xuu), < Xu × Xv, Xuv >=

det(Xu, Xv, Xuv) e< Xu×Xv, Xvv >= det(Xu, Xv, Xvv), onde (Xu, Xv, Xuu), (Xu, Xv, Xuv)

e (Xu, Xv, Xvv) são matrizes formadas pelas componentes dos vetores Xu,Xv e Xuu, Xu,Xv

e Xuv, Xu,Xv e Xvv, respectivamente, na base canônica do R3.
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Vejamos um exemplo:

Exemplo 2.12. Seja um cilindro C dado por X(u, v) = (cosu, sinu, v), com U =

{(u, v) ∈ R2 : 0 < u < 2π,−∞ < v <∞}.

Vamos calcular os coe�cientes da segunda forma fundamental.

Primeiramente temos que Xu = (− sinu, cosu, 0) e Xv = (0, 0, 1), então

Xuu = (− cosu,− sinu, 0)

Xuv = (0, 0, 0)

Xvv = (0, 0, 0).

Logo,

det(Xu, Xv, Xuu) =


− sinu cosu 0

0 0 1

− cosu − sinu 0

 = − cos2 u− sin2 u = −1

det(Xu, Xv, Xuv) = 0

det(Xu, Xv, Xvv) = 0

Portanto, os coe�cientes da segunda forma fundamental são

e =
det(Xu, Xv, Xuu)√

EG− F 2
= −1

f = 0

g = 0.

No próximo capítulo iremos apresentar uma interpretação geométrica para a segunda

forma fundamental e fazer alguns exemplos.
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3 Curvaturas

3.1 Curvatura Normal

Antes de de�nirmos curvatura para superfícies, vamos analisar a de�nição de cur-

vatura de uma curva. Primeiramente vamos de�nir o que é uma curva parametrizada

pelo comprimento de arco.

De�nição 3.1. Uma curva diferenciável parametrizada α : I → R3 é chamada regular

se α′(t) 6= 0 para todo t ∈ I.

De�nição 3.2. Seja γ : (a, b) → R3 uma curva parametrizada diferenciável, ou seja,

para cada t ∈ (a, b) existe um vetor não nulo γ′(t). Diz-se que γ é parametrizado pelo

comprimento de arco se, para cada t0, t1 ∈ (a, b), com t0 ≤ t1, o comprimento de arco da

curva γ de t0 a t1 é igual a t1 − t0. Ou seja,

s(t) =

∫ t1

t0

||γ′(t)||dt = t1 − t0,

assim ||γ′(t)|| = 1, ∀t ∈ (a, b).

Se considerarmos γ como a posição de uma partícula, então γ ser parametrizado

pelo comprimento de arco signi�ca que essa partícula esta se movendo com velocidade

constante igual a 1.

Seja γ : (a, b) → R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s, como o

vetor tangente γ′(t) é unitário, o módulo da derivada segunda ||γ′′(s)|| mede a variação do

ângulo que as tangentes vizinhas fazem com a tangente em s. Ou seja, ||γ′′(s)|| dá uma

medida do quão rapidamente a curva se afasta, em uma vizinhança de s, da tangente em

s.



55

Figura 20: Vetores velocidade de uma curva.

Então vamos de�nir curvatura de uma curva α em s.

De�nição 3.3. Seja γ : (a, b)→ R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

s ∈ (a, b). O numero ||γ′′(s)|| = k(s) chama-se curvatura de γ em s.

Agora vamos considerar uma curva γ parametrizada pelo comprimento de arco contida

em uma superfície regular S, tal que γ(s) = p, γ′(s) o vetor tangente a γ em p e k(s) =

||γ′′(s)|| a curvatura de γ em s.

Seja θ o ângulo entre N ◦ γ(s), vetor normal a S em p, e γ′′(s).

De�nição 3.4. A curvatura normal de�nida por γ em p ∈ S é dada por Kn = k cos θ,

ou seja Kn(γ, s) =< N ◦ γ(s), γ′′(s) >.

Podemos observar que Kn é o comprimento da projeção do vetor γ′′(s) sobre a normal

a superfície em p, com sinal dado pela orientação N de S em p.
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Figura 21: A curvatura normal Kn.

Como Kn dá a componente do vetor curvatura γ′′(s) de γ segundo a normal N ◦ γ(s)

à superfície, se esses vetores forem colineares, isto é, se a normal principal à curva γ no

instante s tiver a direção normal à superfície em γ(s), então o valor absoluto de Kn é

igual a curvatura de γ nesse ponto.

Vamos agora expressar Kn em termos dos coe�cientes da segunda forma fundamental.

Seja γ uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s contida em uma super-

fície S. Podemos notar que γ′(s) pertence a Tγ(s)S e é ortogonal a N(s) = N ◦γ(s), então

< γ′(s), N ◦ γ(s) >= 0, derivando temos

< γ′′(s), N ◦ γ(s) > + < γ′(s), N ′ ◦ γ(s).γ′(s) > = 0

Kn(γ, s) = − < γ′(s), dNγ(s)(γ
′(s)) >

Kn(γ, s) = +IIγ(s)(γ
′(s)).

Podemos dizer então que a curvatura normal no ponto γ(s) de uma curva regular

contida em S, cuja tangente nesse ponto é o vetor γ′(s), é igual ao valor que obtemos

aplicando a segunda forma fundamental IIγ(s) em γ′(s).

Isso mostra o porque que usamos o sinal (−) na de�nição 2.7.

Teorema 3.1 (Teorema de Meusnier). Todas as curvas que possuem o mesmo vetor

velocidade em p ∈ S, possuem a mesma curvatura normal em p.

Demonstração. Já demonstramos na aplicação acima. Note que a curvatura normal Kn
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em p ∈ S só depende da direção tangente a curva passando por p.

O teorema acima nos permite falar em curvatura normal ao longo de uma dada direção

em p. Vejamos a seguinte de�nição:

De�nição 3.5. Uma seção normal Cv a uma superfície S determinada por v ∈ TpS é a

curva de interseção de S com o plano Pv gerado por v e N(p).

Figura 22: Seção normal Cv a uma superfície S.

Em uma vizinhança de p, uma seção normal de S em p é uma curva regular plana em

S, cujo vetor normal em p é ±N(p) ou zero, portanto a sua curvatura é igual ao valor

absoluto da curvatura normal segundo v em p. Além disso, o sinal de Kn muda conforme

a concavidade da superfície no ponto, ou seja, se a concavidade aponta no sentido de N(p)

então é positiva, se aponta no sentido oposto é negativa.

Assim o teorema de Meusnier a�rma que o valor absoluto da curvatura normal em p

de uma curva γ(s) é igual a curvatura da seção normal de S em p, segundo γ′(0).

Logo para estudar as curvaturas normais em p ∈ S basta analisar as curvaturas das

seções normais.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.1. Como vimos no exemplo 2.8, num plano Π temos dNp = 0 para qualquer

curva passando por p em Π. E para qualquer p ∈ Π obtemos um plano formado por N(p)

e vp, cujas seções normais são retas em Π, que possuem curvatura nula.

Também temos que a segunda forma fundamental é o numero resultante do produto

interno de dN(p) aplicada ao vetor tangente a p, que será nulo em todos os pontos p ∈ π,
estando de acordo com o fato de dNp = 0.
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Figura 23: Seções normais no plano Π são retas, tendo assim curvatura nula.

Exemplo 3.2. No cilindro reto, dado por {(x, y, z) ∈ R3 : x2+y2 = 1}, as seções normais

em um ponto p variam de uma reta paralela ao eixo do cilindro, de uma família de elípses

até a um círculo perpendicular ao eixo do cilindro. Assim as curvaturas normais variam

de 0, na reta, a 1, no círculo. Caso fosse um cilindro de raio r, iria variar de 0 a 1
r
.

Como vimos exemplo 2.11 os vetores w1 e w2 correspondem às direções das curvaturas

normais 0 e 1, respectivamente, logo a segunda forma fundamental assume seu valor

máximo em w1 e mínimo em w2.

Figura 24: Seções normais no cilindro variam de uma reta paralela ao eixo do cilindro,
uma família de elípses até a um círculo perpendicular ao eixo do cilindro.

Podemos observar no exemplo acima que a segunda forma fundamental assume um

máximo e um mínimo, vamos deixar isso mais claro.

Seja um plano Pv que contém v e N(p), girando em torno de N(p). Como v é um

vetor unitário, quando giramos Pv em torno de N(p), v descreve em TpS um círculo de

raio 1.
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Figura 25: Circunferência S1 descrita pelo vetor unitário v em TpS.

Para contruírmos uma seção normal basta tomarmos uma direção em TpS, então Kn

pode ser visto como uma aplicação contínua

Kn(p) : S1 ⊆ TpS → R

v → Kn(p)(v) = IIp(v).

Vamos usar agora o seguinte teorema:

Teorema 3.2. Seja D ⊆ R2 um conjunto fechado e limitado, ou seja compacto, e seja

uma função f : D → R contínua em D. Então f assume seu valor máximo absoluto e

mínimo absoluto.

Sabemos que S1 é um compacto, assim se Kn está de�nida em S1, então pelo teorema

acima existem e1,e2∈ TpS tal que Kn(p)(e1) é valor máximo e Kn(p)(e2) é valor mínimo.

Voltemos a aplicação linear dNp : TpS → TpS. Sabemos que dNp esta associado a uma

forma bilinear simétrica Bp : TpS × TpS → R, dada por Bp(v, w) = − < dNp(v), w >, e

Bp(v, v) = IIp(v) = − < dNp(v), v >,

onde IIp(v) : TpS → R.

Usando o resultado que dNp é um operador auto-adjunto, concluímos que Bp é

simétrica, pois v, w ∈ TpS, temos que

B(v, w) = − < dNp(v), w >= − < v, dNp(w) >= − < dNp(w), v >= B(w, v).

Seja e1 ∈ TpS vetor unitário tal que B(e1, e1) = − < dN(e1), e1 >= K1, onde K1 é o
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máximo da função Kn.

Seja também e2 ∈ TpS um vetor unitário tal que e1⊥e2 e {e1, e2, N} seja uma base

orientada positivamente.

Temos que ∀v ∈ TpS com ||v|| = 1 pode ser escrito como v = cos te1 + sin te2.

Logo, B(v, v) = cos2 t(B(e1, e1)) + 2 cos t sin t(B(e1, e2)) + sin2 t(B(e2, e2)), mas

B(e1, e1) = K1 = b11

B(e1, e2) = b12

B(e2, e2) = b22.

Então de�na a função b(t) = cos2 tb11 + 2 cos t sin tb12 + sin2 tb22 = Bp(v, v).

Em t = 0 a função b atinge seu valor máximo, portanto b′(0) = 0. Logo,

b′(t) = −2 cos t sin tb11 + 2(− sin2 t+ cos2 t)b12 + 2 sin t cos tb22.

Portanto,

b′(0) = 2b12 = 0⇒ b12 = 0⇒ B(v, v) = b(t) = cos2 tb11 + sin2 tb22.

Como K1 é o máximo, então b(t) = cos2 tK1 + sin2 tb22 ≤ K1, mas

cos2 tK1 + sin2 tb22 ≤ cos2K1 + sin2 tK1 ⇒ sin2 t(K1 − b22) ≥ 0⇒ K1 ≥ b22.

Então, ∀t, B(e2, e2) = b22 = cos2 tb22 + sin2 tb22 ≤ cos2 tK1 + sin2 b22 = b(t) = B(v, v).

Logo, a curvatura normal Kn(p)(e2) é a menor possível, então, Kn(p)(e2) = K2, onde K2

é o mínimo da função Kn.

Temos então que {e1, e2} é uma base ortonormal, tal que, IIp atinge o máximo K1

em e1 e mínimo K2 em e2.

Finalmente, vejamos que e1 e e2 são autovetores de dNp.

Temos que,

dNp(e1) = a11e1 + a12e2

dNp(e2) = a21e1 + a22e2.
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Mas,

K1 = B(e1, e1) =< dNp(e1), e1 >

= − < a11e1 + a12e2, e1 >

= −a11

Temos que,

B(e1, e2) = 0

= − < dNp(e1), e2 >

= − < a11e1 + a12e2, e2 >

= −a12

e

B(e2, e1) = 0

= − < dNp(e2), e1 >

= − < a21e1 + a22e2, e1 >

= −a21.

Também temos que

K2 = B(e2, e2) =< dNp(e2), e2 >

= − < a21e1 + a22e2, e2 >

= −a22

Logo, dNp(e1) = a11e1 = −K1e1, dNp(e2) = a22e2 = −K2e2, o que mostra que e1, e2

são autovetores de dNp como a�rmado. Seus autovalores são −K1 e −K2 respectivamente.

Além disso, K1 e K2, com K1 ≥ K2, são valores extremos da curvatura normal em p,

ou seja, o máximo e o mínimo que a segunda forma fundamental IIp restrita ao círculo

unitário de TpS pode assumir.

De�nição 3.6. O máximo K1 e o mínimo K2 da curvatura normal, são chamados cur-

vaturas principais em p. As direções correspondentes, isto é, as direções dadas pelos

autovetores e1 e e2 são chamadas direções principais em p.

No plano e na esfera, todas as direções em todos os pontos são principais, isto vem do
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fato que a segunda forma fundamental, em todos os pontos, restrita a vetores unitários é

constante. Assim, todas as direções são extremos para a curvatura normal.

Já no caso do cilindro, os autovetores v e w fornecem as direções principais em p,

correspondendo às curvaturas principais 1 e 0, respectivamente.

De�nição 3.7. Uma curva regular e conexa γ é dita uma linha de curvatura de S se,

para todo ponto p ∈ γ, digamos γ(t0) = p, temos que γ′(t0) é uma direção principal.

Teorema 3.3 (Olinde Rodrigues). Uma condição necessária e su�ciente para que uma

curva regular e conexa γ em S seja uma linha de curvatura de S é existir uma curva

λ : s ∈ [0, 1]→ R tal que N ′(s) = λ(s)γ′(s).

Demonstração. Se N ′(s) = λ(s)γ′(s) então γ′(s) é autovetor de dNγ(s), portanto temos

que γ′(s) é direção principal, logo γ′(s) é linha de curvatura.

Agora se γ(s) é linha de curvatura temos que λ(s) = K1 ou λ(s) = K2.

Agora que conhecemos as curvaturas principais K1 e K2 em p ∈ S, podemos calcular

facilmente a curvatura normal segundo uma direção v ∈ TpS. Vejamos como fazer isso:

Se v ∈ TpS e ||v|| = 1, como e1 e e2 formam uma base ortonormal de TpS, temos

v = e1 cos θ + e2 sin θ, onde θ é o ângulo de e1 a v na orientação de TpS.

A curvatura normal Kn na direção de v é dada por

Kn = IIp(v) = − < dNp(v), v >

= − < dNp(e1 cos θ + e2 sin θ), e1 cos θ + e2 sin θ >

= + < e1K1 cos θ + e2K2 sin θ, e1 cos θ + e2 sin θ >

= K1 cos2 θ < e1, e1 > +K1 cos θ sin θ < e1, e2 >

+ K2 cos θ sin θ < e2, e1 > +K2 sin2 θ < e2, e2 >

= K1 cos2 θ +K2 sin2 θ.

Essa última expressão é conhecida como a fórmula de Euler.

3.2 Curvatura Gaussiana e Média

Dada a diferencial da aplicação normal de Gauss dNp : TpS → TpS e a base {e1, e2} de
TpS de autovetores de dNp. Já vimos que podemos associar uma matriz a dNp relacionada
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a essa base, que nesse caso será dada por uma matriz diagonal, e os elementos da diagonal

são os autovalores associados a e1 e e2.

De�nição 3.8. Seja p ∈ S e seja dNp : TpS → TpS a diferencial da aplicação de Gauss.

O determinante de dNp é chamado curvatura Gaussiana K de S em p. Em termos das

curvaturas principais

K = K1K2

De�nição 3.9. Seja p ∈ S e seja dNp : TpS → TpS a diferencial da aplicação de Gauss.

O oposto da metade do traço de dNp é chamado de curvatura média H de S em p. Em

termos das curvaturas principais

H =

(
K1 +K2

2

)

Podemos expressar a curvatura Gaussiana K e a curvatura média H em termos da

primeira e da segunda formas fundamentais. Primeiramente vamos lembrar que a matriz

[aij] relacionada a dNp tem os seguintes coe�cientes:

a11 =
fF − eG
EG− F 2

a12 =
gF − fG
EG− F 2

a21 =
eF − fE
EG− F 2

a22 =
fF − gE
EG− F 2

Assim,

det [aij] =

(
fF − eG
EG− F 2

)(
fF − gE
EG− F 2

)
−
(
gF − fG
EG− F 2

)(
eF − fE
EG− F 2

)
=

f 2F 2 − fgEF − efFG+ egEG− egF 2 + fgEF + efFG− f 2EG

(EG− F 2)2

=
f 2F 2 + egEG− egF 2 − f 2EG

(EG− F 2)2

=
−f 2(GE − F 2) + eg(EG− F 2)

(EG− F 2)2

=
eg − f 2

EG− F 2
.

Logo,

K =
eg − f 2

EG− F 2
.

Para o cálculo da curvatura média, lembremos que −K1 e −K2 são autovalores de

dN . Portanto, K1 satisfaz dNp(e1) = −K1e1 e K2 satisfaz dNp(e2) = −K2e2. Logo
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det[dNp +KI] = 0, ou seja,

det

[(
a11 a12

a21 a22

)
+

(
k 0

0 k

)]
= det

(
a11 + k a12

a21 a22 + k

)
= 0

(a11 + k)(a22 + k)− a21a12 = 0

a11a22 + a11k + a22k + k2 − a21a12 = 0

k2 + k(a11 + a22) + (a11a22 − a21a12) = 0

Como K1 e K2 são raízes da equação acima, concluímos que

H =
1

2
(K1 +K2) = −1

2
(a11 + a22)

= −1

2

(
fF − eG
EG− F 2

+
fF − gE
EG− F 2

)
=

eG− 2fF + gE

2(EG− F 2)
.

Sabemos que H = a11+a22
2

, logo 2H = a11 + a22, substituindo na equação acima temos

k2 + 2Hk +K = 0,

k =
2H ±

√
4H2 − 4K

2
⇒ k = H ±

√
H2 −K.

Com essa relação podemos notar que conhecendo a curvatura média e Gaussiana

podemos obter facilmente as curvaturas principais.

Agora usando as curvaturas principais K1 e K2 podemos classi�car os pontos de uma

superfície S.

De�nição 3.10. Um ponto de uma superfície S é chamado

1. Elíptico se det(dNp) > 0, ou seja, K(p) > 0. Logo, K1 e K2 são ambas negativas

ou ambas positivas;

2. Hiperbólico se det(dNp) < 0, ou seja, K(p) < 0. Logo, K1 e K2 possuem sinais

contrários;

3. Parabólico se det(dNp) = 0, com dNp 6= 0, ou seja K(p) = 0 e H(p) 6= 0. Logo,

uma das curvaturas principais é não nula e a outra é nula;

4. Planar se dNp = 0, ou seja K(p) = 0 e H(p) = 0. Logo, K1 e K2 são ambas nulas.
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Figura 26: Classi�cação dos pontos sobre uma superfície.

De�nição 3.11. Se em p ∈ S, K1 = K2, então p é chamado ponto umbílico de S, em

particular, os pontos planares (K1 = K2 = 0) são pontos umbílicos.

Vamos ver como Gauss introduziu o conceito de curvatura, dando uma interpretação

geométrica da curvatura em termos da aplicação normal N : S → S2. Vejamos algumas

de�nições:

De�nição 3.12. Diz-se que uma base {w1, w2} ∈ TpS é positiva se {w1, w2, w1 × w2}
tem a mesma orientação da base canônica em R3, caso contrário {w1, w2} é uma base

negativa.

De�nição 3.13. Sejam S e S duas superfícies regulares orientadas e seja ϕ : S → S

uma aplicação diferenciável e suponha que para algum p ∈ S, dϕp seja não singular.

Dizemos que ϕ preserva a orientação em p se dada uma base positiva {w1, w2} ∈ TpS,

então {dϕp(w1), dϕp(w2)} é uma base positiva em Tϕ(p)S. Se {dϕp(w1), dϕp(w2)} não é

uma base positiva, dizemos que ϕ reverte a orientação em p.

Como a superfície S e a esfera unitária pertencem a R3, assim uma orientação N em

S induz uma orientação N em S2.
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Seja p ∈ S tal que dNp é não singular. Como para uma base {w1, w2},

dNp(w1)× dNp(w2) = det(dNp)(w1 × w2) = Kw1 × w2,

a aplicação de Gauss N preserva a orientação em p ∈ S se K(p) > 0 e reverte a orientação

em p ∈ S se K(p) < 0. Ou seja, dada uma orientação para TpS, essa induz uma orientação

para pequenas curvas fechadas em S, ao redor de p, quando aplicada N a essas curvas

pode acontecer duas coisas:

1. Se p é um ponto elíptico em S, seja V uma vizinhança conexa de p tal que K(q) > 0,

∀q ∈ V e seja γ : [0, l] → V um curva fechada ao redor de p. Neste caso a imagem

de γ por N terá a mesma orientação.

Figura 27: Em pontos elípticos a aplicação de Gauss preserva a orientação.

2. Se p é um ponto hiperbólico em S, seja V uma vizinhança conexa de p tal que

K(q) < 0, ∀q ∈ V e seja γ : [0, l]→ V uma curva fechada ao redor de p. Neste caso

a imagem de γ por N terá orientação oposta.

Figura 28: Em pontos hiperbólicos a aplicação de Gauss inverte a orientação.

Agora vamos mostrar a interpretação geométrica da curvatura Gaussiana K.
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Faremos a convenção de que a área de uma região contida em uma vizinhança conexa

V , onde K 6= 0, e a área da sua imagem por N tem o mesmo sinal se K > 0 em V , e

sinais opostos se K < 0 em V , usando o fato acima.

Proposição 3.1. Seja S uma superfície regular, p ∈ S tal que a curvatura Gaussiana

K(p) 6= 0, e seja V uma vizinhança conexa de p onde K não muda de sinal. Então

K(p) = lim
A→0

A′

A
,

onde A é a área de uma região conexa B ⊆ V contendo p, A′ é a área da imagem de B

pela aplicação normal de Gauss N : S → S2, e o limite é tomado através de uma sequência

de regiões Bn que convergem para p, no sentido em que para toda bola centrada B(p, r)

em p, existe n su�cientemente grande, tal que, Bn ⊆ B(p, r)
⋂
S.

Figura 29: Sequência de regiões Bn que convergem para p.

Demonstração. Seja X : U ⊆ R2 → S uma parametrização de S, tal que p ∈ X(U) ⊆ V.

Sabemos que a área A de B é dada por

A =

∫∫
B

||Xu ×Xv||dudv.

E a área A′ de N(B) é dada por

A′ =

∫∫
B

||Nu ×Nv||dudv.
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Figura 30: A região N(B) é imagem de B pela aplicação normal de Gauss.

Já vimos que como Nu e Nv são vetores de TpS, podemos escrevê-los como Nu =

a11Xu + a21Xv e Nv = a12Xu + a22Xv. Usando a de�nição de K, temos

A′ =

∫∫
B

||Nu×Nv||dudv =

∫∫
B

||(a11Xu+a21Xv)×(a12Xu+a22Xv)||dudv =

∫∫
B

K||Xu×Xv||dudv.

Então,

lim
A→0

A′

B
A
B

=

limB→0

∫∫
B

K||Xu ×Xv||dudv

limB→0

∫∫
B

||Xu ×Xv||dudv
=
K||Xu ×Xv||
||Xu ×Xv||

= K.

Vejamos agora alguns exemplos:

Exemplo 3.3. Temos que os coe�cientes da primeira forma fundamental e da segunda

forma fundamental do plano, são E = 1, F = 0, G = 1 e e = 0, f = 0, g = 0,

respectivamente. Usando esses coe�cientes podemos calcular a curvatura Gaussiana e

Média

K =
eg − f 2

EG− F 2
= 0 e H =

eG− 2fF + gE

2(EG− F 2)
= 0.

Exemplo 3.4. Seja T2 um toro dado por X(θ, ϕ) = ((a+r cos θ) cosϕ, (a+r cos θ) sinϕ, r sin θ),

onde U = {(θ, ϕ) ∈ R2 : 0 < θ < 2π, 0 < ϕ < 2π}. Vamos calcular a curvatura Gaussiana

dos pontos do toro T2.

Do exemplo 2.8 temos que os coe�cientes da primeira forma fundamental são E =

r2, F = 0 e G = (a+ r cos θ)2. Basta agora calcular os coe�cientes da segunda forma
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fundamental.

Xθ = (−r sin θ cosϕ,−r sin θ sinϕ, r cos θ)

Xϕ = (−(a+ r cos θ) sinϕ, (a+ r cos θ) cosϕ, 0)

Xθθ = (−r cos θ cosϕ,−r cos θ sinϕ,−r sin θ)

Xϕϕ = (−(a+ r cos θ) cosϕ,−(a+ r cos θ) sinϕ, 0)

Xθϕ = (r sin θ sinϕ,−r sin θ cosϕ, 0)

Logo,

E agora os coe�cientes da segunda forma fundamental:

det(Xθ, Xϕ, Xθθ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r sin θ cosϕ −r sin θ sinϕ r cos θ

−(a+ r cos θ) sinϕ (a+ r cos θ) cosϕ 0

−r cos θ cosϕ −r cos θ sinϕ −r sin θ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= r2 cos2 ϕ sin2 θ(a+ r cos θ) + r2 cos2 θ sin2 ϕ(a+ r cos θ) +

+ r2 cos2 ϕ cos2 θ(a+ r cos θ) + r2 sin2 θ sin2 ϕ(a+ r cos θ)

= r2 cos2 ϕ(a+ r cos θ) + r2 sin2 ϕ(a+ r cos θ)

= r2(a+ r cos θ),

det(Xθ, Xϕ, Xθϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r sin θ cosϕ −r sin θ sinϕ r cos θ

−(a+ r cos θ) sinϕ (a+ r cos θ) cosϕ 0

−r sin θ sinϕ −r sin θ cosϕ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= r(a+ r cos θ) sinϕ sin θ cosϕ− r(a+ r cos θ) sinϕ sin θ cosϕ

= 0,

det(Xθ, Xϕ, Xϕϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r sin θ cosϕ −r sin θ sinϕ r cos θ

−(a+ r cos θ) sinϕ (a+ r cos θ) cosϕ 0

−(a+ r cos θ) cosϕ −(a+ r cos θ) sinϕ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= r(a+ r cos θ)2 sin2 ϕ cos θ + r(a+ r cos θ)2 cos2 ϕ cos θ

= r(a+ r cos θ)2 cos θ.
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Logo os coe�cientes da segunda forma fundamental são

e =
det(Xθ, Xϕ, Xθθ)√

EG− F 2
=
r2(a+ r cos θ)

r(a+ r cos θ)
= r

f =
det(Xθ, Xϕ, Xθϕ)√

EG− F 2
= 0

g =
det(Xθ, Xϕ, Xϕϕ)√

EG− F 2
=
r(a+ r cos)2 cos θ

r(a+ r cos θ)
= (a+ r cos θ) cos θ

A curvatura Gaussiana,

K =
eg − f 2

EG− F 2
=
r(a+ r cos θ) cos θ

r2(a+ r cos θ)2 =
cos θ

r(a+ r cos θ)
.

Da expressão acima podemos notar que:

• Se 0 < θ < π
2
ou 3π

2
< θ < 2π, então a curvatura Gaussiana K > 0;

• Se θ = 3π
2
ou θ = π

2
, então a curvatura Gaussiana K = 0;

• Se π
2
< θ < 3π

2
, então a curvatura Gaussiana K < 0.

Logo o Toro é uma superfície que tem pontos elípticos, parabólicos e hiperbólicos.

Figura 31: Curvatura Gaussiana no toro.

A curvatura média,

H =
eG− 2fF + gE

2(EG− F 2)
=
r(a+ r cos θ)2 + r2(a+ r cos θ) cos θ

r2(a+ r cos)2 =
a+ 2r cos θ

2r(a+ r cos θ)
.

Para calcular as curvaturas principais podemos usar a seguinte expressão k = H ±
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√
H2 −K que usa a curvatura Gaussiana e Média, que calculamos acima, logo

k =
a+ 2r cos θ

2r(a+ r cos θ)
±

√
a+ 2r cos θ2

2r(a+ r cos θ)

2

− cos θ

r(a+ r cos θ)

=
a+ 2r cos θ

2r(a+ r cos θ)
±

√
a2 + 4ar cos θ + 4r2 cos2 θ − 4ra cos θ − 4r2 cos2 θ

4r2(a+ r cos θ)2

=
a+ 2r cos θ

2r(a+ r cos θ)
±

√
a2

4r2(a+ r cos θ)2

Sendo assim as curvaturas principais são

K1 =
a+ 2r cos θ

2r(a+ r cos θ)
+

a

2r(a+ r cos θ)
=

2(a+ r cos θ)

2r(a+ r cos θ)
=

1

r

K2 =
a+ 2r cos θ

2r(a+ r cos θ)
− a

2r(a+ r cos θ)
=

2r cos θ

2r(a+ r cos θ)
=

cos θ

a+ r cos θ
.

Sabemos que os coe�cientes da matriz dNp =

(
a11 a12

a21 a22

)
são

a11 =
fF − eG
EG− F 2

= − r(a+ r cos θ)

r2(a+ r cos θ)2 = −1

r

a12 =
gF − fG
EG− F 2

= 0

a21 =
eF − fE
EG− F 2

= 0

a22 =
fF − gE
EG− F 2

= −r
2(a+ r cos θ) cos θ

r2(a+ r cos θ)2 = − cos θ

a+ r cos θ
.

Portanto a matriz dNp é uma matriz diagonal, então os autovetores que correspondem as

direções principais são

e1 =
Xθ

||Xθ||
= (− sin θ cosϕ,− sin θ sinϕ, cos θ), e2 =

Xϕ

||Xϕ||
= (− sinϕ, cosϕ, 0),

portanto as linhas de curvatura são linhas de coordenadas.

Exemplo 3.5. A sela de macaco é uma superfície dada por X(u, v) = (u, v, u3 − 3v2u).

Assim como o parabolóide hiperbólico é chamado de sela, pois uma pessoa pode sentar-

se confortavelmente, a sela de macaco é assim chamada pois um macaco pode sentar-se

confortavelmente, já que possui espaço para o rabo, como mostra a �gura abaixo.
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Figura 32: Sela de macaco.

Vamos calcular a curvatura Gaussiana dos pontos da sela de macaco.

Primeiramente vamos calcular os coe�cientes da primeira forma fundamental E, F e

G. Temos que

Xu = (1, 0, 3u2 − 3v2)

Xv = (0, 1,−6vu)

Xuu = (0, 0, 6u)

Xvv = (0, 0,−6u)

Xuv = (0, 0,−6v).

Logo,

E = < Xu, Xu >= 1 + (3u2 − 3v2)
2

F = < Xu, Xv >= −6vu(3u2 − 3v2)

G = < Xv, Xv >= 1 + 36v2u2.

Então,
√
EG− F 2 =

√
1 + 9u4 + 18u2v2 + 9v4.
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Agora vamos calcular os coe�cientes da segunda forma fundamental:

det(Xu, Xv, Xuu) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3u2 − 3v2

0 1 −6vu

0 0 6u

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6u,

det(Xu, Xv, Xuv) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3u2 − 3v2

0 1 −6vu

0 0 −6v

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −6v,

det(Xu, Xv, Xvv) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3u2 − 3v2

0 1 −6vu

0 0 −6u

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −6u.

Logo

e =
det(Xu, Xv, Xuu)√

EG− F 2
=

6u√
1 + 9u4 + 18u2v2 + 9v4

,

f =
det(Xu, Xv, Xuv)√

EG− F 2
=

−6v√
1 + 9u4 + 18u2v2 + 9v4

,

g =
det(Xu, Xv, Xvv)√

EG− F 2
=

−6u√
1 + 9u4 + 18u2v2 + 9v4

.

A curvatura Gaussiana

K =
eg − f 2

EG− F 2
=

−36(u2 + v2)

(1 + 9u4 + 18u2v2 + 9v4)2

Podemos notar da expressão acima que no ponto (0, 0) a curvatura Gaussiana K = 0,

ou seja (0, 0, 0) é um ponto planar. E todos os outros pontos hiperbólicos, pois K < 0.

A curvatura média é dada por:

H =
eG− 2fF + gE

2(EG− F 2)

=
6u(1 + 36v2u2) + (12v)(−6vu(3u2 − 3v2)) + (−6u)(1 + (3u2 − 3v2)

2
)

2(1 + 9u4 + 18u2v2 + 9v4)
3
2

=
6u+ 216v2u3 − 72v2u(3u2 − 3v2)− (6u)(1 + 9u4 − 18u2v2 + 9v4)

2(1 + 9u4 + 18u2v2 + 9v4)
3
2

=
6u+ 216v2u3 − 216v2u3 + 216v4u− 6u− 54u5 + 108u3v2 − 54uv4

2(1 + 9u4 + 18u2v2 + 9v4)
3
2

=
−27u5 + 81v4u+ 54u3v2

(1 + 9u4 + 18u2v2 + 9v4)
3
2

.
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Exemplo 3.6. Seja uma superfície dada pelo grá�co de uma função diferenciável, com a

seguinte parametrização X(u, v) = (u, v, f(u, v)), com (u, v) ∈ R2.

Temos que

Xu = (1, 0, fu)

Xv = (0, 1, fv)

Xuu = (0, 0, fuu)

Xvv = (0, 0, fvv)

Xuv = (0, 0, fuv).

Logo, E =< Xu, Xu >= 1 + (fu)
2 F =< Xu, Xv >= fufv G =< Xv, Xv >=

1 + (fv)
2. Temos que

det(Xu, Xv, Xuu) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 fu

0 1 fv

0 0 fuu

∣∣∣∣∣∣∣∣ = fuu,

det(Xu, Xv, Xuv) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 fu

0 1 fv

0 0 fuv

∣∣∣∣∣∣∣∣ = fuv,

det(Xu, Xv, Xvv) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 fu

0 1 fv

0 0 fvv

∣∣∣∣∣∣∣∣ = fvv.

Logo os coe�cientes da segunda forma fundamental são

e =
det(Xu, Xv, Xuu)√

EG− F 2
=

fuu√
1 + (fu)

2 + (fv)
2

f =
det(Xu, Xv, Xuv)√

EG− F 2
=

fuv√
1 + (fu)

2 + (fv)
2

g =
det(Xu, Xv, Xvv)√

EG− F 2
=

fvv√
1 + (fu)

2 + (fv)
2

A curvatura Gaussiana é

K =
eg − f 2

EG− F 2
=

fuufvv − fuv
(1 + (fu)

2 + (fv)
2)

2 .
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A curvatura média é

H =
eG− 2fF + gE

2(EG− F 2)
=
fuu(1 + fv

2)− 2fuvfufv + fvv(1 + (fu)
2)

2(1 + (fu)
2) + (fv)

2)
3
2

.
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4 Geometria Intrínseca das

Superfícies

4.1 Isometrias e o Teorema Egregium(Gauss)

Os coe�cientes da primeira forma fundamental no plano e no cilindro são os mesmos,

como vimos nos exemplos 2.1 e 2.2 . Como já havíamos comentado isso não é mera coin-

cidência, essa transformação geométrica do plano no cilindro que referimos anteriormente

se trata de um difeomor�smo especial, como veremos em seguida.

De�nição 4.1. Uma aplicação ϕ : S1 → S2 é uma isometria se ϕ é um difeomor-

�smo e para todo ponto p ∈ S e todos os pares w1, w2 ∈ TpS temos < w1, w2 >p=

< dϕp(w1), dϕp(w2) >ϕ(p). Diz-se que as superfícies S1 e S2 são isométricas.

Em outras palavras, ϕ é uma isometria se a diferencial dϕ preserva o produto interno:

Ip(w) =< dϕp(w), dϕp(w) >= Iϕp(dϕp(w)), ∀w ∈ TpS.

De�nição 4.2. Uma aplicação ϕ : V1 ⊆ S1 → S2 de�nida em uma vizinhança V1 de p,

com p ∈ S1, é uma isometria local em p se ∃V2 vizinhança de ϕ(p) ∈ S2 tal que ϕ : V1 → V2

seja uma isometria. Se ∀p ∈ S1 for possível estabelecer uma isometria local, então S1 e

S2 são localmente isométricas.

Podemos mostrar que se ϕ : S1 → S2 é um difeomor�smo e existe uma isometria local

para todo ponto p ∈ S1, então ϕ é uma isometria global.

No entanto, podem existir duas superfícies que sejam localmente isométricas, sem que

sejam globalmente isométricas. Vejamos um exemplo:

Exemplo 4.1. Seja um plano Π dado por X(u, v) = p0 + uw1 + vw2 e um cilindro C

dado por, X(u, v) = (cosu, sinu, v), com U = {(u, v) ∈ R2 : 0 < u < 2π,−∞ < v <∞}.

Vamos mostrar que ϕ : X ◦X−1 : X(U)→ X(U) é uma isometria.
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Figura 33: A aplicação ϕ é uma isometria.

Temos que Xu = w1 e Xv = w2. Os coe�cientes da primeira forma fundamental são

E = 1, F = 0 e G = 1, como vimos no exemplo 2.1.

Também temos que Xu = (− sinu, cos v, 0) e Xv = (0, 0, 1). Os coe�cientes da

primeira forma fundamental são E = 1, F = 0 e G = 1, como vimos no exemplo 2.2.

Seja um ponto p ∈ X(U), sejam os vetores v1, v2 ∈ TpX(U) e p0 = (u0, v0). Logo,

v1 = v1
1Xu + v2

1Xv = dX(u0, v0)(v1
1, v

2
1)

v2 = v1
2Xu + v2

2Xv = dX(u0, v0)(v1
2, v

2
2).

E dϕ(p) = dX(X−1(p))dX−1(p) = dX(u0, v0)dX−1(p). Então

dϕ(p)(v1) = dX(u0, v0)(v1
1, v

2
1) = v1

1Xu + v2
1Xv

dϕ(p)(v2) = dX(u0, v0)(v1
2, v

2
2) = v1

2Xu + v2
2Xv

Temos então que

Iϕ(p)(dϕ(p)(v1), dϕ(p)(v2)) = < v1
1Xu + v2

1Xv, v
1
2Xu + v2

2Xv >

= v1
1v

1
2 < Xu, Xu > +v1

1v
2
2 < Xu, Xv >

+ v2
1v

1
2 < Xv, Xu > +v2

1v
2
2 < Xv, Xv >

= v1
1v

1
2 + v2

1v
2
2.
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Por outro lado

Ip(v1, v2) = < v1
1Xu + v2

1Xv, v
1
2Xu + v2

2Xv >

= v1
1v

1
2 < Xu, Xu > +v1

1v
2
2 < Xu, Xv > +v2

1v
1
2 < Xv, Xu > +v2

1v
2
2 < Xv, Xv >

= v1
1v

1
2 + v2

1v
2
2.

Com as expressões acima podemos concluir que Ip(v1, v2) = Iϕ(p)(dϕ(p)(v1), dϕ(p)(v2)).

Logo o plano é localmente isométrico ao cilindro.

O plano não é globalmente isométrico ao cilindro, já que o cilindro nem mesmo é

homeomorfo a um plano. Vejamos um argumento intuitivo:

Qualquer curva simples e fechada no plano pode ser encolhida continuamente até

torna-se um ponto sem deixar o plano. Tal propriedade é preservada por homeomos�smos.

No entanto, o cilindro não possui essa propriedade, o que contradiz a existência de um

homeomor�smo entre o plano e o cilindro.

Figura 34: C ⊆ Π pode ser deformada continuamente em um ponto sem abandonar p, o
que não ocorre com C ′ ⊆ S

Vamos pensar no plano como uma folha de papel, quando transformamos essa folha em

um cilindro, a folha foi simplesmente arqueada, tendo modi�cado apenas sua relação com

o ambiente em que esta inserido, R3. Ou seja, sua característica intrínseca é preservada.

Vamos agora generalizar o argumento dado acima para obter um critério para isome-

trias locais em termos de coordenadas locais.

Proposição 4.1. Se existirem parametrizações X : U ⊆ R2 → S e X : U ⊆ R2 → S tais

que E = E, F = F e G = G em U então a aplicação ϕ = X ◦ X−1 : X(u) → S é uma

isometria local.
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Demonstração. Seja p ∈ X(U) e v, w ∈ TpS, logo

v = v1Xu + v2Xv = dX(X−1(p))(v1, v2)

w = w1Xu + w2Xv = dX(X−1(p))(w1, w2).

Temos que dϕ(p) = dX(X−1(p))dX−1(p), logo

dϕ(p)(v) = dX(X−1(p))(v1, v2) = v1Xu + v2Xv

dϕ(p)(w) = dX(X−1(p))(w1, w2) = w1Xu + w2Xv.

Então

Ip(v, w) = < v1Xu + v2Xv, w1Xu + w2Xv >

= v1w1 < Xu, Xu > +v1w2 < Xu, Xv > +v2w1 < Xv, Xu > +v2w2 < Xv, Xv >

= v1w1E + (v1w2 + v2w1)F + v2w2G

e

Iϕ(p)(dϕ(p))(v), dϕ(p))(w)) = < v1w1 < Xu, Xu > +v1w2 < Xu, Xv >

+ v2w1 < Xv, Xu > +v2w2 < Xv, Xv >

= v1w1E + (v1w2 + v2w1)F + v2w2G.

Como E = E, F = F e G = G, então Ip(v, w) = Iϕ(p)(dϕ(p)(v), dϕ(p)(w)). Logo é

uma isometria local.

Exemplo 4.2. Seja um catenóide e um helicóide dados por

X(u, v) = (a cosh v cosu, a cosh v sinu, av),

com U = {(u, v) ∈ R2 : 0 < u < 2π,−∞ < v <∞} e

X(u, v) = (cosu, v sinu, au),

com {U : (u, v) ∈ R2 : 0 < u < 2π,−∞ < v <∞}, respectivamente.

Vamos fazer a seguinte mudança de parâmetros, u = u, v = a sinh v, com 0 < u < 2π

e −∞ < v <∞. Que é possível, visto que X é bijetiva e o Jacobiano é

∂(u, v)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣ ∂u
∂u

∂u
∂v

∂v
∂u

∂v
∂v

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1 0

0 a cosh v

∣∣∣∣∣ = a cosh v,
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que nunca se anula.

Assim uma nova parametrização do helicóide é X(u, v) = (a sinh v cosu, a sinh v, au).

Temos que

Xu = (−a cosh v sinhu, a cosh v coshu, 0)

Xv = (a sinh v cosu, a sinh v sinu, a)

Xu = (−a sinh v sinhu, a sinh v coshu, a)

Xv = (a cosh v cosu, a cosh v sinu, 0).

Então os coe�cientes da primeira forma fundamental do catenóide e do helicóide são

E = a2 cosh2 v, F = 0, G = a2 cosh2 v e E = a2 cosh2 v, F = 0, G = a2 cosh2 v, logo pela

proposição 4.1 temos que o catenóide e o helicóide são localmente isométricos.1

1Retirado de [2]
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Figura 35: Transformação do Helicóide no Catenóide.

Exemplo 4.3. Seja um cone C de uma folha, dado por z = +K
√
x2 + y2, com (x, y) 6= 0.

Temos que cotα = z√
x2+y2

= K.
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O cone menos uma geratriz pode ser "rolado"sobre um pedaço de um plano formando

um setor plano, que é dado por um conjunto aberto U : {(ρ, θ) ∈ R2, 0 < ρ <∞, 0 < θ <

2π sinα}

E seja X(ρ, θ) = (ρ sinα cos( θ
sinα

), ρ sinα sin( θ
sinα

), ρ cosα). Podemos perceber que

X(U) cobre todos os pontos do cone exeto a geratriz θ = 0, visto que quando percorre o

intervalo (0, 2π sinα), θ
sinα

percorre o intervalo (0, 2π).

Seja também a seguinte parametrização X(ρ, θ) = (ρ cos θ, ρ sin θ, 0), com 0 < ρ < 2π

e 0 < θ < 2π, como pedaços de plano, ver �gura a seguir:

Temos que

Xρ =

(
sinα cos

(
θ

sinα

)
, sinα sin

(
θ

sinα

)
, cosα

)
Xθ =

(
−ρ sin

(
θ

sinα

)
, ρ cos

(
θ

sinα

)
, 0

)
Xρ = (cos θ, sin θ, 0)

Xθ = (−ρ sin θ, ρ cos θ, 0).

Logo os coe�cientes da primeira forma fundamental são E = 1,F = 0,G = ρ2 e

E = 1,F = 0,G = ρ2 são iguais, assim pela proposição 4.1 temos que o plano e o cone C

são localmente isométricos.

Agora vamos demonstrar o teorema Egregium de Gauss, um dos teoremas mais impor-

tantes da geometria diferencial. Muitos matemáticos já usavam a curvatura Gaussiana,

mas apenas como o produto de curvaturas principais, dependendo assim da segunda forma

fundamental, ou seja, do modo particular de como a superfície esta mergulhada em R3,

não havendo motivo até então para que a curvatura Gaussiana tivesse um cárater in-

trínseco. Até que Gauss demonstrou no seu famoso teorema Egregium que a curvatura

Gaussiana é uma característica intrínseca da superfície.

Vamos associar a cada ponto de uma superfície um triedro e estudar as derivadas de
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seus vetores.

Temos {Xu, Xv, N} formam uma base em R3, então vamos expressar as derivadas dos

vetores Xu, Xv e N nessa base:

Xuu = Γ1
11Xu + Γ2

11Xv + L1N

Xuv = Γ1
12Xu + Γ2

12Xv + L2N

Xvu = Γ1
21Xu + Γ2

21Xv + L2N

Xvv = Γ1
22Xu + Γ2

22Xv + L3N

Nu = a11Xu + a21Xv

Nv = a12Xu + a22Xv,

onde os coe�cientes a11, a12, a21 e a22 foram calculados anteriormente.

Sabemos que Xuv = Xvu ⇒ Xuv −Xvu = 0⇒ (Γ1
12 − Γ1

21)Xu + (Γ2
12 − Γ2

21)Xv + (L2 −
L2)N = 0, logo Γ1

12 = Γ1
21, Γ2

12 = Γ2
21 e L2 = L2.

Além disso,

e = < Xuu, N >= L1

f = < Xuv, N >= L2

g = < Xvv, N >= L3.

De�nição 4.3. Os coe�cientes Γkij para i, j, k = 1, 2 são chamados de símbolos de Christof-

fel.

Agora vamos calcular os símbolos de Christo�el em termos dos coe�cientes da primeira

forma fundamental.

Temos que

< Xuu, Xu > = < Γ1
11Xu + Γ2

11Xv + L1N,Xu >= Γ1
11E + Γ2

11F =
1

2
Eu

< Xuu, Xv > = < Γ1
11Xu + Γ2

11Xv + L1N,Xv >= Γ1
11F + Γ2

11G = Fu −
1

2
Ev

Assim,

Γ1
11 =

1
2
EuG− F

(
Fu − 1

2
Ev
)

EG− F 2
=
EuG− 2FFu − Ev

2(EG− F 2)

Γ2
11 =

E
(
Fu − 1

2
Ev
)
− F

(
1
2
Eu
)

EG− F 2
=

2EFu − EEv − FEu
2(EG− F 2)

.
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Também temos

< Xuv, Xu > = < Γ1
12Xu + Γ2

12Xv + L2N,Xu >= Γ1
12E + Γ2

12F =
1

2
Ev

< Xuv, Xv > = < Γ1
12Xu + Γ2

12Xv + L2N,Xv >= Γ1
12F + Γ2

12G =
1

2
Gu

Assim,

Γ1
12 =

GEv − FGu

2(EG− F 2)

Γ2
12 =

EGu − FEv
2(EG− F 2)

.

E

< Xvv, Xu > = < Γ1
22Xu + Γ2

22Xv + L3N,Xu >= Γ1
22E + Γ2

22F = Fv −
1

2
Gu

< Xvv, Xv > = < Γ1
22Xu + Γ2

22Xv + L3N,Xv >= Γ1
22F + Γ2

22G =
1

2
Gv

Assim,

Γ1
22 =

2GFv −GGu − FGv

2(EG− F 2)

Γ2
22 =

EGv − 2FFv + FGu

2(EG− F 2)
.

O fato de podermos resolver os sistemas acima e encontrar os símbolos de Christo�el

em termos dos coe�cientes da primeira forma fundamental nos permite a�rmar que con-

ceitos geométricos e propriedades em termos dos símbolo de Christo�el são invariantes

por isometrias.

Exemplo 4.4. Seja S2 uma esfera parametrizada por X(ϕ, θ) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ),

com U = {(ϕ, θ) ∈ R2 : 0 < θ < π, 0 < ϕ < 2π}. Temos do exemplo 2.3 que os coe�-

cientes da primeira forma fundamental da esfera são: E = r2, F = 0 e G = r2 sin2 θ, logo

Eϕ = Eθ = 0, Fϕ = Fθ = 0, Gϕ = 0 e Gθ = 2r2 sin θ cos θ.

Vamos calcular os símbolos de Christo�el para esfera usando as equações obtidas



85

acima:

Γ1
11 =

EuG− 2FFu − Ev
2(EG− F 2)

= 0,

Γ2
11 =

2EFu − EEv − FEu
2(EG− F 2)

= 0,

Γ1
12 =

GEv − FGu

2(EG− F 2)
= 0,

Γ2
12 =

EGu − FEv
2(EG− F 2)

=
2 sin θ cos θ

2 sin2 θ
=

cos θ

sin θ
= cot θ,

Γ1
22 =

2GFv −GGu − FGv

2(EG− F 2)
=
−2 sin3 θ cos θ

2 sin2 θ
= − sin θ cos θ,

Γ2
22 =

EGv − 2FFv + FGu

2(EG− F 2)
= 0.

Teorema 4.1 (Egregium de Gauss). A curvatura Gaussiana K de uma superfície é in-

variante por isometrias locais.

Demonstração. Temos as seguintes expressões:

Xuu = Γ1
11Xu + Γ2

11Xv + eN

Xuv = Γ1
12Xu + Γ2

12Xv + fN

Xvu = Γ1
21Xu + Γ2

21Xv + fN

Xvv = Γ1
22Xu + Γ2

22Xv + gN

Nu = a11Xu + a21Xv

Nv = a12Xu + a22Xv.

E sejam

(Xuu)v = Γ1
11vXu + Γ1

11Xuv + Γ2
11vXv + Γ2

11Xvv + evN + eNv

(Xuv)u = Γ1
12vXu + Γ1

12Xuu + Γ2
12uXv + Γ2

12Xvu + fuN + fNu.

Substituindo Xuu, Xuv, Xvu, Xvv, Nu e Nv:

(Xuu)v = Γ1
11vXu + Γ1

11(Γ1
12Xu + Γ2

12Xv + fN) + Γ2
11vXv

+ Γ2
11(Γ1

22Xu + Γ2
22Xv + gN) + evN + e(a12Xu + a22Xv)

(Xuv)u = Γ1
12uXu + Γ1

12(Γ1
11Xu + Γ2

11Xv + eN) + Γ2
12uXv

+ Γ2
12(Γ1

21Xu + Γ2
21Xv + fN) + fuN + f(a11Xu + a21Xv).
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Colocando Xu, Xv e N em evidência temos:

(Xuu)v = Xu(Γ
1
11v + Γ1

11Γ1
12 + Γ2

11Γ1
22 + ea12) +Xv(Γ

2
11v + Γ1

11Γ2
12 + Γ2

11Γ2
22 + ea22)

+ N(evΓ
1
11f + Γ2

11g)

(Xuv)u = Xu(Γ
1
12u + Γ1

12Γ1
11 + Γ2

12Γ1
21 + fa11) +Xv(Γ

2
12v + Γ1

12Γ2
11 + Γ2

11Γ2
21 + fa21)

+ N(fuΓ
1
12e+ Γ2

12f)

No entanto, sabemos que (Xuu)v = (Xuv)u, logo

Γ1
11v + Γ1

11Γ1
12 + Γ2

11Γ1
22 + ea12 = Γ1

12u + Γ1
12Γ1

11 + Γ2
12Γ1

21 + fa11.

Então

Γ1
11v − Γ1

12u + Γ1
11Γ1

12 − Γ1
12Γ1

11 + Γ2
11Γ1

22 − Γ2
12Γ1

21 = fa11 − ea12

Substituindo os coi�cientes a11 e a12 já calculados na seção 2.3:

Γ1
11v − Γ1

12u + Γ1
11Γ1

12 − Γ1
12Γ1

11 + Γ2
11Γ1

22 − Γ2
12Γ1

21 = f

(
fF − eG
EG− F 2

)
− e

(
gF − fG
EG− F 2

)
=

f 2F − feG− egF + efG

EG− F 2

= −F (eg − f 2)

EG− F 2

= −FK.

Logo, podemos concluir que a curvatura Gaussiana só depende da primeira forma funda-

mental.

De modo análogo, da igualdade (Xuu)v = (Xuv)u, é possível formular FK e GK em

função dos símbolos de Christo�el e das suas derivadas. Como E, F , G não se anulam

simultaneamente, podemos concluir que a curvatura Gaussiana K de uma superfície reg-

ular só depende dos coe�cientes E, F , G e das suas derivadas, sendo assim, invariante

por isometria.

Pelas de�nições de ponto elíptico e de ponto hiperbólico, estes só dependem da cur-

vatura gaussiana, logo uma isometria transforma pontos elípticos em pontos elípticos e

pontos hiperbólicos em pontos hiperbólicos. O que já não ocorre com os pontos parabóli-

cos e planares, já que na sua de�nição K = 0 e dependem da curvatura média H.



87

4.2 Derivada Covariante e Transporte Paralelo

Nessa seção iremos apresentar alguns conceitos sob um aspecto intuitivo, fazendo in-

terpretações envolvendo o espaço exterior da superfície. No entanto, mostraremos que em

cada caso esses conceitos introduzidos dependem apenas da primeira forma fundamental.

Primeiramente vamos de�nir derivada covariante de um campo de vetores, que é o

análogo para superfícies da derivação usual de vetores no plano.

Seja S uma superfície regular e lembramos que um campo de vetores tangentes em

um conjunto aberto V ⊆ S é uma correspondência w, que associa a cada p ∈ V um vetor

w(p) ∈ TpS.

Além disso, um campo de vetores é diferenciável em p, se para alguma parametrização

X(u, v) em p, w = aXu+bXv na base {Xu, Xv}, tivermos que a, b são funções diferenciáveis

em p. Se w for diferenciável para todo ponto p ∈ V , dizemos que w é diferenciável em V .

De�nição 4.4. Dada uma superfície S, um vetor v ∈ TpS e um campo de vetores w sobre

um conjunto aberto V ⊆ S contendo p. Considere uma curva parametrizada α : (−ε, ε)→
V , com α(0) = p e α′(0) = v, e um campo de vetores w restrito a curva α, ou seja, w(t)

com t ∈ (−ε, ε). O vetor obtido pela projeção de
(
dw
dt

)
(0) sobre o plano TpS é chamado

de derivada covariante em p do campo de vetores w em relação ao vetor v.

NOTAÇÃO: Vamos denotar derivada covariante em p do campo de vetores w em

relação a v por
(
Dw
dt

)
(0).

Figura 36: Derivada covariante Dw
dt

De�nimos a derivada covariante relacionada a uma curva α, no entanto podemos

mostrar que a derivada covariante independe da escolha de α e que é um conceito da



88

geometria intrínseca. Vamos mostrar isso:

Considere uma parametrização X(u, v) de S em p e seja X(u(t), v(t)) a expressão da

curva α.

Podemos escrever o campo de vetores restrito a curva α como

w(t) = a(u(t), v(t))Xu + b(u(t), v(t))Xv

= a(t)Xu + b(t)Xv.

Então

dw

dt
= a′(t)Xu +X ′ua(t) + b′(t)Xv +X ′vb(t)

= a′Xu + b′Xv + a(Xuuu
′ +Xuvv

′) + b(Xuvu
′ +Xvvv

′)

observe que ' denota a derivação em relação a t.

Vamos substituir Xuu, Xuv, Xvv pelas expressões vistas na seção 4.2:

dw

dt
= a′Xu + b′Xv + a(Γ1

11Xuu
′ + Γ2

11Xvu
′ + eNu′ + Γ1

12Xuv
′ + Γ2

12Xvv
′ + gNv′)

+ b(Γ1
21Xuu

′ + Γ2
21Xvu

′ + fNu′ + Γ1
22Xuv

′ + Γ2
22Xvv

′ + gNv′)

= Xu(a
′ + aΓ1

11u
′ + aΓ1

12v
′ + bΓ1

21u
′ + bΓ1

22v
′)

+ Xv(b
′ + aΓ2

11u
′ + aΓ2

12v
′ + bΓ2

21u
′ + bΓ2

22v
′) +N(aeu′ + afv′ + bfu′ + bgv′).

Como Dw
dt

(0) é a projeção de dw
dt

sobre o plano TpS, temos que

Dw

dt
(0) = Xu(a

′+aΓ1
11u
′+aΓ1

12v
′+bΓ1

21u
′+bΓ1

22v
′)+Xv(b

′+aΓ2
11u
′+aΓ2

12v
′+bΓ2

21u
′+bΓ2

22v
′) (1)

que depende apenas do vetor (u′, v′) = y e dos símbolos de Christo�el, não da segunda

forma fundamental.

Exemplo 4.5. Seja Π um plano, temos do exemplo 2.1 que os coe�cientes da primeira

forma fundamental são E = 1, F = 0 e G = 1. Com isso podemos calcular os sím-

bolos de Christo�el, como já vimos. Fazendo os devidos cálculos, obtemos que Γkij = 0,

∀i, j, k = 1, 2. Substituindo os símbolos de Christo�el na equação (1) obtemos que a

derivada covariante é Dw
dt

(0) = a′Xu + b′Xv.

Podemos notar que a derivada covariante coincide com a derivada usual de vetores

no plano.

A derivada covariante é, portanto, uma generalização da derivada usual de vetores no
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plano.

Usando a equação (1) podemos de�nir a derivada covariante relacionada apenas a um

campo de vetores que esteja de�nido apenas em pontos de uma curva parametrizada. Ou

seja, dada uma curva α : I ⊆ R → S um campo vetorial a α pode ser visto como uma

aplicação diferenciável

w : I → Tα(t)S

t → w(t) ∈ TpS.

Vejamos algumas de�nições:

De�nição 4.5. Uma curva parametrizada α : [0, l] → S é a restrição a [0, l] de uma

aplicação diferenciável de (0− ε, l+ ε), ε > 0, em S. Se α(0) = p e α(l) = q, dizemos que

α liga p a q.

De�nição 4.6. Seja α : I → S uma curva parametrizada em S. O campo de vetores w

ao longo de α é diferenciável em t0 ∈ I se para alguma parametrização X(u, v) em α(t0)

as componentes a(t), b(t) de w(t) = aXu + bXv são funções diferenciáveis de t a t0. O

campo w é diferenciável em I se é diferenciável ∀t ∈ I.

De�nição 4.7. Seja w um campo diferenciável de vetores ao longo de uma curva α→ S.

A expressão

Dw

dt
= Xu(a

′+aΓ1
11u
′+aΓ1

12v
′+bΓ1

21u
′+bΓ1

22v
′)+Xv(b

′+aΓ2
11u
′+aΓ2

12v
′+bΓ2

21u
′+bΓ2

22v
′), (1)

t ∈ I está bem de�nida é chamada de derivada covariante de w em t.

Então para obtermos a derivada covariante de um campo de vetores w ao longo de

uma curva α : I → S, em t ∈ I, consideramos a derivada usual de w em relação a t, dw
dt
,

e projetamos este vetor ortogonalmente sobre o plano Tα(t)S.

Podemos observar que se duas supefícies são tangentes ao longo de uma curva parametrizada

α, a derivada covariante do campo w ao longo de α é a mesma para as duas superfícies.

Agora vamos considerar a curva α como uma trajetória de um ponto que se move sobre

uma superfície S. Sabemos que o vetor α′(t) é o vetor velocidade e α′′(t) a aceleração

desse ponto.

Logo a derivada covariante Dα′

dt
do campo α′(t) é a componente tangencial da acel-

eração α′′(t), intuitivamente Dα′

dt
é aceleração do ponto α(t), "como vista da superfície

S".
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De�nição 4.8. Um campo vetorial w ao longo de α : I → S é dito ser paralelo se
Dw
dt

(t) = 0.

Exemplo 4.6. Como vimos no exemplo anterior do plano Dw
dt

(t) = a′Xu + b′Xv.

Se Dw
dt

(t) = 0 ⇒ a′Xu + b′Xv = 0, logo a e b são constantes, ou seja, o campo

w(t) = w0 constante.

Portanto, a noção de campo paralelo ao longo de uma curva parametrizada no plano,

reduz-se a noção de campo paralelo ao longo da curva, ou seja, o comprimento do vetor e

o ângulo que ele faz com uma direção �xa são constantes.

Figura 37: Campo paralelo de uma curva no plano.

No entanto, a noção de paralelismo nem sempre é intuitiva como no exemplo acima,

vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 4.7. Dada uma esfera unitária S2, o campo tangente a um meridiano parametrizado

pelo comprimento de arco é um campo pararelo em S2.

Temos que o meridiano é uma curva α(t) = X(θ(t), ϕ0) e α′(t) = θ′Xθ.

Também temos um campo de vetores w = Xθ, com a = 1 e b = 0.

Então pela de�nição de derivada covariante temos

Dw

dt
=

= Xu(a
′ + aΓ1

11u
′ + aΓ1

12v
′ + bΓ1

21u
′ + bΓ1

22v
′)

+Xv(b
′ + aΓ2

11u
′ + aΓ2

12v
′ + bΓ2

21u
′ + bΓ2

22v
′), (1)

= θ′Γ1
11Xθ + θ′Γ2

11Xϕ.

No entanto, vimos no exemplo 4.4 que Γ1
11 = Γ2

11 = 0, logo Dw
dt

= 0.

Então o campo de vetores tangentes a um meridiano da esfera unitária é um campo

paralelo. Também podemos veri�car isso percebendo que a derivada usual desse campo w

é normal a S2, e assim sua derivada covariante é nula.
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Figura 38: Campo paralelo a um meridiano da esfera unitária.

Proposição 4.2. Seja α : I → S uma curva regular e sejam v e w campos de vetores

paralelos ao longo de α. Então < v(t), w(t) >, ||v(t)||, ||w(t)|| e o ângulo θ entre v(t) e

w(t) são constantes.

Demonstração. Por hipótese v e w são paralelos, ou seja Dw
dt

= Dv
dt

= 0, ∀t ∈ I. Isso

também signi�ca que dw
dt

e dv
dt

são normais ao plano que é tangente a superfície em α(t),

logo < w′(t), v(t) >= 0.

Então d
dt
< v(t), w(t) >=< v′(t), w(t) > + < v(t), w′(t) >= 0, assim obtemos que

< v(t), w(t) >= cte.

Também temos que < w′(t), w(t) >= 0 e < v′(t), v(t) >= 0, logo

d

dt
||w|| = d

dt

√
< w,w > =

< w′, w >
√
< w,w >

= 0,

assim obtemos que ||w|| = cte.

De forma análoga obtemos que ||v|| = cte.

O ângulo entre v e w é dado por cos θ = <v,w>
||v||||w|| = cte.

Proposição 4.3. Seja α : I → S uma curva regular e w0 ∈ Tα(to)S. Então existe um

único campo paralelo w ao longo de α tal que w(t0) = w0.

Demonstração. Um campo paralelo com estas condições tem que ser solução da equação

diferencial Dw
dt

= 0 com a condição inicial w(t0) = w0. Analisando suas componentes

Dw

dt
= (

Dw

dt
)
1

Xu + (
Dw

dt
)
2

Xv

e colocando α′(t) = α′1Xu + α′2Xv temos que as componentes satisfazem ao seguinte
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sistema de EDO:

w′
1

= −(w1Γ1
11α
′1 + w1Γ1

12α
′2 + w2Γ1

12α
′1 + w2Γ1

22α
′2)

w′
2

= −(w1Γ2
11α
′1 + w1Γ2

12α
′2 + w2Γ2

12α
′1 + w2Γ2

22α
′2).

Pelo teorema de existência e unicidade de soluções para sistemas lineares de EDO'S

temos que existe w(t) satisfazendo à equação com w(t0) = w0.

A existência de um único campo paralelo w ao longo da curva α com w(t0) = w0 nos

permite de�nir transporte paralelo de um vetor ao longo de uma curva parametrizada.

De�nição 4.9. Seja α : I → S uma curva regular e w0 ∈ Tα(t0)S, com t0 ∈ I. Seja w

um campo paralelo ao longo de α, com w(t0) = w0. O vetor w(t1), com t1 ∈ I é chamado

de transporte paralelo de w0 ao longo de α no ponto α(t1).

Se duas superfícies S e S tangenciam-se ao longo de uma curva regular α, então dado

um vetor w0 ∈ Tα(t0)S = Tα(t0)S.

De fato, pois em todos os pontos α(t) temos que Tα(t)S = Tα(t)S assim

Dw

dt
|s = ΠTα(t)S

(
dw

dt

)
= ΠTα(t)S

(
dw

dt

)
=
Dw

dt
|S.

Essa propriedade é muito útil para efetuarmos transportes paralelos, vejamos um

exemplo:

Exemplo 4.8. Seja uma esfera unitária S2 orientada e seja C um paralelo da colatitude

ϕ, na qual existe um vetor unitário w0 tangente a C em um ponto p.

Vamos determinar o transporte paralelo de w0 ao longo de C, parametrizado pelo

comprimento de arco s, com s = 0 em p.

Para isso vamos usar uma superfície tangente a esfera, nesse caso vamos usar um

cone tangente a esfera ao longo de C.

O ângulo ψ no vertice do cone é dado por ψ =
(
π
2

)
− θ0.

O transporte paralelo de w0 ao longo de C, se resume a determinar o transporte

paralelo ao longo de C relativo ao cone tangente.

Como já vimos, o cone menos uma geratriz é isométrico a um conjunto U ⊆ R2, dado

em coordenadas polares 0 < ρ <∞, 0 < θ < 2π sinψ.
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Como no plano o transporte paralelo coincide com a noção usual, obtemos um deslo-

camento s de p, correspondendo ao ângulo central θ, que é o ângulo orientado formado

pelo vetor tangente t(s) com o transporte paralelo w(s) é dado por 2π − θ.

O transporte paralelo em S2 ao �m de uma volta completa ao paralelo ϕ = ϕ0 faz cada

vetor rodar um ângulo de 2π sin θ0.

Se uma curva α : [a, b]→ S é regular por partes, então o transporte paralelo ao longo

de α é efetuado substituindo-se o intervalo [a, b], em subintervalos [a, a1], [a1, a2], ..., [ai, b],

onde α seja regular em cada um dos sub-intervalos.

Dado w0 ∈ Tα(t0)S, o transporte paralelo é feito em cada sub-intervalo e a condição

em um sub-intervalo é igual a condição inicial no outro.

4.3 Geodésicas

Nessa seção vamos de�nir um dos conceitos mais importantes da geometria diferencial,

o conceito de Geodésicas.

De�nição 4.10. Uma curva regular, não constante, γ : I → S é chamada geodésica

em t ∈ I se seu campo de vetores tangentes γ′(t) é paralelo ao longo de γ em t, isto é,
Dγ′(t)
dt

= 0.

Dizemos que γ é uma geodésica parametrizada se é geodésica para todo t ∈ I.

Seja γ(s) uma reta parametrizada pelo comprimento de arco contida em uma superfície

regular, temos que ||γ′(s)|| = 1, logo dγ′

ds
= γ′′ = 0, então Dγ′

dt
= 0.

Diante disso podemos concluir que se em uma superfície existe uma reta, está será

geodésica sobre a superfície.

Intuitivamente uma geodésica é o que mais se aproxima de uma "reta"sobre uma

superfície. Seja uma esfera, imagine que traçamos um grande círculo na esfera e façamos

com que ela role sobre o plano sem encorregar, descrevendo essa curva no plano. Podemos

perceber que essa curva é uma reta, isso é uma idéia intuitiva de geodésica sobre uma

superfície.

Se γ é uma geodésica então Dγ′

dt
= 0, logo γ′′ = αN(t). Além disso, se γ′′ = αN(t),

∀t ∈ I, então dados X1, X2 base de Tγ(t)S temos que < γ′′, X1 >=< γ′′, X2 >= 0, logo
Dγ′

dt
= 0.
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Usando isso vamos identi�car geometricamente algumas geodésicas.

Exemplo 4.9. Vamos mostrar que as geodésicas nas esferas são grandes círculos.

Seja γ(s) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco sobre a esfera S2 e

seja SPAN{γ′(s0), n(s0)}, o plano formado por γ′(s0) e n(s0) vetor normal e unitário,

chamamos de plano osculador.

A aceleração γ′′(s) só terá componente normal se N ∈ spam{γ′′(s), n(s)}. Mas se

n ∈ SPAN{γ′′(s), n(s)}, então o plano passa pelo centro da esfera.

Logo, obtemos grandes círculos intersectando a esfera com o plano que passa pelo

centro da esfera, assim veri�camos que as geodésicas nas esferas são grandes círculos, ou

seja, circunferências de máximo diâmetro.

Exemplo 4.10. Seja um cilindro reto sobre um círculo x2 + y2 = 1.

Podemos notar que os círculos γ obtidos pela intersecção do cilindro com planos nor-

mais ao eixo do cilindro são geodésicas, já que a normal principal em qualquer ponto é

paralela à normal à superfície neste ponto.

De forma análoga, podemos mostrar que as geratrizes do cilindro são geodésicas.

Agora vamos encontrar outras geodésicas sobre o cilindro. Seja a seguinte parametriza-

ção,

X(u(t), v(t)) = (cosu(t), sinu(t), v(t)),

com 0 < u < 2π e v ∈ R.

Sabemos que o cilindro e o plano são localmente isométricos (exemplo 4.1), e a

condição de ser geodésica é invariante por isometrias. Portanto X preserva as geodésicas,

mas no plano as geodésicas são retas. Portanto, excluíndo os casos já considerados, temos

u(t) = u0 + at,

v(t) = v0 + bt.

Então,

γ = (cos (u0 + at), sin (u0 + at), v0 + bt)

γ′ = (−sin(u0 + at)a, cos (u0 + at)a, b).

E ||γ′||2 = a2 + b2 = 1.

Então a curva γ, que é uma hélice, é uma geodésica sobre o cilindro.
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Podemos observar que dados dois pontos sobre um cilindro que não estão sobre um cir-

culo horizontal, é possivel conectá-los por uma in�nidade de hélices, isso signi�ca que dois

pontos de um cilindro podem em geral ser conectados por uma in�nidade de geodésicas,

diferentemente do que ocorre no plano.

As retas são geodésicas de um plano, também são caracterizadas como curvas regulares

de curvatura zero, note que a curvatura de uma curva plana e orientada é dada pelo valor

absoluto da derivada do campo de vetores unitários tangentes à curva, associado a um

sinal que denota a concavidade da curva em relação a orientação do plano. Para levar em

consideração o sinal, convém introduzir a seguinte de�nição.

De�nição 4.11. Seja w um campo diferenciável e unitário de vetores ao longo de uma

curva parametrizada α : I → S sobre uma superfície orientada S. Como w(t), t ∈ I, é
um campo de vetores unitário, dw

dt
(t) é normal a w(t), e portanto

Dw

dt
= λ(N × w(t)).

O numero real λ = λ(t), denotado por
[
Dw
dt

]
, é chamado valor algébrico da derivada

covariante de w em t.

4.3.1 Curvatura Geodésica

Seja γ : I → S uma curva regular, T (t) = γ′(t)
||γ′(t)|| seu vetor tangente unitário, N(t) o

vetor unitário normal a superfície em γ(t) e T2 = N × T.

Temos que {T,N,N × T} é uma base ortonormal de R3 em γ(t) e {T,N × T} é uma

base orientada positivamente em Tγ(t)S.

Poderemos veri�car facilmente que DT
dt

está na direção de T2:

d

dt
||T ||2 = 2

〈
dT

dt
, T

〉
= 0.

Mas dT
dt

= aN + bT2, então DT
dt

= bT2.

Seja o vetor ~n = αN + βT2.
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Figura 39: {T,N, T2} é uma base ortonormal.

Se s é o parâmetro do comprimento de arco

dT

dt
=
dT

ds

ds

dt
= ||γ′||K−→n = ||γ′||K(αN + βT2),

no entanto vimos que DT
dt

= bT2, logo DT
dt

= ||γ′′||βKT2.

Usando isso vamos de�nir curvatura geodésica.

De�nição 4.12. Denominaremos curvatura geodésica da curva γ a função Kg(t), tal que
DT
dt

= ||γ′||Kg(t)T2(t).

Proposição 4.4. Se k é a curvatura da curva γ então k2 = Kg
2 + Kn

2, onde Kg é a

curvatura geodésica e Kn é a curvatura normal.

Demonstração. Temos que Kn = k(αN+βT2) e que ||n||2 = 1⇒ ||αN + β||2 = α2 +β2 =

1.

No entanto, kα = Kn e kβ = Kg, logo Kn2 +Kg
2 = k2(α2 + β2) = k2.

Da expressão DT
dt

= ||γ′||Kg(t)T2(t), podemos tirar que

Kg(t) =
1

||γ′||

〈
DT

dt
, T2

〉
=

1

||γ′||

〈
DT

dt
,N × T

〉
=

1

||γ′||

〈
DT

dt
, T2

〉
=

1

||γ′||

〈
dT

dt
,N × T

〉
.

Mas T = γ′

||γ′|| , então

Kg(t) =
1

||γ′||

〈
d

dt
(
γ′

||γ′||
),

γ′

||γ′||
×N

〉
=

1

||γ′||2

〈
d

dt
(′
γ′

||γ′||
), γ′ ×N

〉
=

1

||γ||′3
〈γ′′, γ′ ×N〉 .

Proposição 4.5. A curvatura geodésica a menos de um sinal, independe da parametriza-

ção da curva.
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Demonstração. Sejam as curvas

γ(t) : [a, b] → S

t → γ(t)

Γ(t) : [c, d] → S

t → Γ(t),

contidas em uma superfície S, tal que γ(t) = Γ(t).

Seja σ : [d, c]→ [a, b] e Γ = γ ◦ σ. Veja a �gura a seguir:

Figura 40: As aplicações σ e Γ.

Temos que DT
dt

= ||Γ′(t)||Kg(t)T2 (1)

Por outro lado temos que

DT

dt
=
DT

dt

dt

dt
= σ′(t)

DT

dt
(2)

||Γ′(t)|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣dΓ

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣dγdt dtdt
∣∣∣∣∣∣∣∣ = ||σ′(t)||||γ′|| (3)

Colocando (2) e (3) em (1):

σ′(t)
DT

dt
= ||σ′(t)||||γ′||Kg(t)T2

σ′(t)||γ′||Kg(t)T2 = ||σ(t)||||γ′||Kg(t)T2

σ′(t)

||σ′(t)||
Kg = Kg(t).

Ou seja, Kg(t) e Kg(t) a menos de um sinal, que é dado por σ′(t)
||σ′(t)|| , independe da
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parametrização.

Proposição 4.6. Uma curva regular γ : I → S é uma geodésica se e somente se, sua

curvatura geodésica Kg(t) = 0, ∀t ∈ I.

Demonstração. Se a curva γ é uma geodésica então Dγ′

dt
= 0 o que implica DT

dt
= 0. Mas

DT
dt

= ||γ′||Kg(t)T2, logo Kg(t)||γ′|| = 0 e como γ é regular ||γ′|| 6= 0, ou seja, Kg(t) = 0.

Agora se Kg = 0, podemos escolher um parâmetro de comprimento de arco para a

curvatura e Kg(0) = 0, já que a curvatura geodésica independe da parametrização da

curva (proposição 4.5). Se γ é parametrizada pelo comprimento de arco então γ′ = T e

assim Dγ′

ds
= DT

ds
= Kg(s)T2 = 0. Portanto γ é uma geodésica.

Exemplo 4.11. Seja uma esfera S2 e seja um paralelo dado γ(t) = X(θ0, ϕ(t)) =

(sin θ0 cosϕ, sin θ0 sinϕ, cos θ).

Temos que γ′(t) = (− sin θ0 sinϕ, sin θ0 cosϕ, 0), N = (sin θ0 cosϕ, sin θ0 sinϕ, cos θ0),

então

γ′ ×N =

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

− sin θ0 sinϕ sin θ cosϕ 0

sin θ0 cosϕ sin θ0 sinϕ cos θ0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =


sin θ0 cos θ0 cosϕ

sin θ0 cos θ0 sinϕ

− sin2 θ0

 .

Também temos que γ′′(t) = (sin θ0 cosϕ, sin θ0 sinϕ, 0) e que

||γ′|| =
√

sin2 θ0 sin2 ϕ+ sin2 θ0 cos2 ϕ = sin θ0.

Logo,

< γ′′, γ′ ×N >= − sin2 cos2 ϕ cos θ0 − sin2 θ0 sin2 ϕ cos θ0 = − sin2 θ0 cos θ0.

Então

Kg =
1

||γ′||3
< γ′′, γ′ ×N > = − 1

sin3 θ0

sin2 θ0 cos θ0

= −cos θ0

sin θ0

= − cot θ0.

Logo apenas o equador é uma geodésica, Kg(θ0) = 0 se θ0 = π
2
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5 Teorema de Gauss-Bonnet

5.1 Preliminares

Seja Ω ⊆ S uma região limitada por uma curva γ : [0, L] → S, simples, fechada e

regular por partes, ou seja, que satisfaça as seguintes condições:

(i) γ(0) = γ(L), que signi�ca que γ é uma curva fechada;

(ii) t1 6= t2, t1, t2 ∈ [0, L], então γ(t1) 6= γ(t2), ou seja, a curva γ não possui autointer-

secções;

(iii) Existe uma partição 0 = t0 < t1 < ... < tk < tk+1 = L de [0,L], tal que γ é

diferenciável e regular em cada [ti, ti+1], com i = 0, ..., k. Ou seja, γ deixa de ter

uma reta tangente em um número �nito de pontos.

Figura 41: Região Ω limitada pela curva γ.

Os pontos γ(ti), i = 0, ..., k, são chamados vértices de γ e os traços γ([ti, ti+1]) são

chamados arcos regulares de γ, ou arestas de γ′.
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Figura 42: Vértices e arcos regulares de γ.

A condição de regularidade nos garante que em cada vértice γ(ti) existe o limite à

esquerda γ(t−i ) = limt→t−i
γ′(t) e o limite à direita, γ(t+i ) = limt→t+i

γ′(t).

A curva γ = ∂Ω será orientada positivamente, ou seja, a base ortonormal positiva

{γ′, N ×γ′} é tal que N ×γ′ "aponta"para Ω, portanto, ∀β : [a, b]→ Ω, com β(a) = γ(t0)

e β′(a) 6= γ′(t), então 〈β′(a), N × γ′〉 > 0. Intuitivamente, isso signi�ca que ao andarmos

pela curva γ na direção positiva com a cabeça apontada para N , a região Ω está a nossa

esquerda.

Figura 43: A curva γ orientada positivamente.

De�nição 5.1. O ângulo externo ϕi no vértice γ(ti) é o ângulo orientado de γ′(t−i ) para

γ′(t+i ).

Se o vértice não é uma cúspide, o sinal de ϕi é dado pela orientação da superfície S.
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Figura 44: Sinal do ângulo externo quando o vértive não é uma cúspide.

Se γ(ti) é uma cúspide, ou seja, |ϕi| = π, que signi�ca que γ′(t−i ) = −γ′(t+i ), o sinal é

dado da seguinte forma:

• ϕi é positivo se para ε > 0 su�cientemente pequeno o traço de γ([ti, ti+ε]) �car do

mesmo lado que Ω em relação à curva γ([ti+ε, ti]);

• ϕi é negativo se para ε > 0 su�cientemente pequeno o traço de γ([ti, ti+ε]) e Ω

tiverem lados opostos em relação à curva γ([ti−ε,ti ]).

Figura 45: Sinal do ângulo externo quando o vértive é uma cúspide.

Seja ainda as funções contínuas θi : [ti−1, ti]→ S1, θi(t) = arccos
(〈
γ′(t), Xu√

E
(γ(t))

〉)
,

ou seja, são funções que medem em cada t ∈ [ti, ti+1] o ângulo positivo de Xu a γ′(t)

Exemplo 5.1. Seja uma esfera unitária e seja uma curva γ ⊆ S2 qualquer dada por

γ(t) = X(θ(t), ϕ(t)), ou seja, γ(t) =


sin θ(t) cosϕ(t)

sin θ(t) sinϕ(t)

cos θ(t)

 , logo

γ′(t) =


cos θ cosϕθ′ − sin θ sinϕϕ′

cos θ sinϕθ′ + sin θ cosϕϕ′

− sin θθ′

 .
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Figura 46: Ângulo positivo entre Xu e γ′(t) .

Temos que Xθ(γ(t)) =


cos θ cosϕθ′

cos θ sinϕθ′

sin θθ′

, então

< γ′, Xθ > = cos2 θ cos2 ϕθ′
2 − sin θ cos θ cosϕ sinϕϕ′θ + cos2 θ sin2 ϕθ′

2

+ sin θ cos θ cosϕ sinϕϕ′ + sin2 θθ′
2

cos2 θθ′
2

+ sin2 θθ′
2

= θ′
2

No entanto, temos que normalizar γ′, logo

||γ′|| =
√

cos2 θθ′2 + sin2 θϕ′2 + sin2 θθ′2 =

√
θ′2 + sin2 θϕ′2.

Ou seja, o ângulo

θ̃ = arccos

(
< γ′(t), Xu(γ(t)) >√

E

)
= arccos

(
θ′2√

θ′2 + sin2 θϕ′2

)
(1)

Vamos considerar um caso particular da geodésica vertical γ(t) = (θ(t), ϕ0), ou seja,

temos ϕ = cte, logo γ(t) =


sin θ cosϕ0

sin θ sinϕ0

cos θ

 e γ′(t) =


cos θ cosϕ0θ

′

cos θ sinϕ0θ
′

− sin θθ′

 , logo ||γ′|| = θ′.

No entanto, γ é parametrizada pelo comprimento de arco, ou seja, ||γ′|| = 1 o que

implica que θ′ = 1.

Pela forma geral (1), temos nesse caso θ̃ = arccos
(

θ′2√
θ′2

)
= arccos θ′ = 0

Vamos considerar agora uma geodésica horinzontal, temos que θ = π
2
, γ(t) =


cosϕ

sinϕ

0
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e γ′(t) =


− sinϕϕ′

cosϕϕ′

0

 , logo ||γ′|| = ϕ′, mas sabemos que ||γ′|| = 1, ou seja, ϕ′ = 1.

Logo, o ângulo θ̃ = arccos θ′2√
θ′2+sin2 θϕ′2

= arccos 0, já que θ′ = 0, então θ̃ = π
2
ou

θ̃ = −π
2
.

Vamos demonstrar em seguida o teorema do índice de rotação, mas antes disso vamos

introduzir alguns conceitos e enunciar um teorema que será usado na demonstração desse

teorema.

O índice de rotação <γ de uma curva regular fechada γ é, por de�nição, o numero de

rotação da curva γ′, ou seja, mede o numero de voltas orientadas que o vetor tangente

γ′ dá em torno da origem, quando percorremos a curva γ. Portanto, o índice de rotação

fornece uma importante informação sobre o comportamento global de γ′, que a princípio,

não tem por que ser parecido com o comportamento global de γ.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 5.2. Seja γ : [0, 2π] → R2 uma curva dada por γ(t) = (r cosnt, r sinnt), com

n ∈ Z, n 6= 0. A curva γ representa um círculo de raio r que dá |n| voltas em torno da

origem, no sentido anti-horário, se n > 0 e, no sentido horário, se n < 0.

Podemos perceber que o vetor tangente T a curva γ, dá n voltas quando percorremos

a curva γ. Logo o índice de rotação <γ = n.

Figura 47: A curva descreve o círculo que dá n voltas em torno do seu centro e seu índice
de rotação é n .

Exemplo 5.3. Seja uma lemniscata γ : [0, 2π]→ R2, tal que γ(t) = (sin t, sin 2t).

É notável que o vetor tangente T ao longo de γ não percorre uma volta completa, ou

seja, o índice de rotação <γ = 0.
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Figura 48: A lemniscata possui índice de rotação igual a zero.

Para entendermos o comportamento de <γ, quando deformamos γ, vamos introduzir

o conceito de homotopia regular:

De�nição 5.2. Sejam duas curvas fechadas e regulares

α : [0, L] → R2

β : [0, L] → R2,

são ditas regularmentes homotópicas, se existe uma aplicação H : [0, 1]× [0, L]→ R2, tal

que:

(i) H(ξ, t) é contínua em [0, 1]× [0, L];

(ii) Para cada ξ ∈ [0, 1], a curva αξ(t) = H(ξ, t), t ∈ [0, L] é uma curva fechada regular;

(iii) H(0, t) = α(t) e H(1, t) = β(t).

A aplicação H é dita uma homotopia regular entre α e β.

Vamos enunciar um Teorema que relaciona a homotopia regular ao índice de rotação.

Teorema 5.1. Duas curvas fechadas e regulares α, β : [0, L] → R2 são regularmentes

homotópicas, se e somente se <α = <β.

Exemplo 5.4. O índice de rotação da lemniscata α(t) = (sin t, sin 2t), t ∈ [0, 2π], é

<α = 0 e o índice de rotaçã de um círculo unitário β(t) = (cos t, sin t), t ∈ [0, 2π], é

<β = 1.

Usando o teorema acima, temos que a lemniscata e o círculo unitario não são ho-

motópicos. Podemos observar isso geometricamente, vejamos a �gura abaixo:

Não é possível eliminar o laço a esquerda da curva acima, usando uma sequência de

deformações, uma vez que o vetor tangente ao longo desse laço muda muito de direção,

independente do tamanho do laço.
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Figura 49: A lemniscata e o círculo não são homotópicos.

Teorema 5.2 (Teorema do Índice de Rotação). Seja β : [0, L]→ R2 uma curva regular,

fechada e simples. Então <β = ±1.

Demonstração. Seja uma reta que não intersecta a curva β e deslocamos essa reta par-

alelamente a si mesma até que ela seja tangente à curva em um ponto p.

Vamos escolher agora uma nova parametrização γ : [0, L] → R2 para à curva β de

forma que γ(0) = p e de�nir um sistema de coordenadas tal que p = (0, 0) e T = (1, 0) =

e1.

Figura 50: Deslocamento da curva β.

Como γ é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, podemos reescrever o

vetor tangente T da seguinte forma:

T (s) = (cos θ(s), sin θ(s))

T ′(s) = (−sinθ(s), cos θ(s))θ′(s) = N(s)θ′(s).

Então k(s) = 〈T ′(s), N(s)〉 = θ′(s).

Logo,
∫ L

0
k(s)ds =

∫ L
0
θ′(s)ds = θ(L)− θ(0) = 2πI, onde I é o índice da curva T .

A idéia agora é deformar a curva T , que a princípio, é complicada, até uma curva T1,

cujo numero de rotação seja fácil de determinar.

Seja um triângulo 4 = {(t, s) ∈ [0, L] × [0, L] : 0 ≤ t ≤ s ≤ L}, e seja a seguinte
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aplicação F : 4→ R2, dada por
γ(t)−γ(s)
||γ(t)−γ(s)|| , s < t e (t, s) 6= (L, 0)

T (t) = γ′(t)
||γ′(t)|| , t=s;

−T (0) = − γ′(0)
||γ′(0)|| , (t,s)=(L,0).

Figura 51: O triângulo 4.

Vamos veri�car a continuidade de F .

Como a curva γ é regular, vê-se facilmente que no interior do triângulo 4, F é

contínua. No entanto, não sabemos se F é contínua nos pontos da diagonal e em (L, 0).

Vamos veri�car a continuidade nos pontos (a, a) na hipotenusa de 4. Seja uma

sequência (tn, sn) no interior do triângulo convergindo para (a, a), temos que F (tn, sn) =
γ(tn)−γ(sn)
||γ(tn)−γ(sn)|| , aplicando o teorema do valor médio a cada um das funções coordenadas x,

y de γ, temos que existem sn < ξn < tn e sn < ηn < tn, tais que

γ(tn)− γ(sn) = (x(tn)− x(sn), y(tn)− y(sn)) = (x′(ξn)(tn − sn), y′(ηn)(tn − sn))

=
(x′(ξn), y′(ηn))√

(x′(ξn)2 + (y′(ηn))2
.

Visto que, limn→∞ tn = limn→∞ sn = a, sn < ξn < tn e sk < ηn < tn, usando o teorema

do confronto temos que limn→∞ ξn = a e limn→∞ ηn = a.

Logo,

lim
n→∞

F (tn, sn) = lim
n→∞

(x′(ξn), y′(ηn))√
(x′(ξn))2 + (y′(ηn))2

=
(x′(a), y′(a))√

(x′(a))2 + (y′(a)2)
= T (a) = F (a, a).

Portanto, F é contínua nos pontos (a, a).

Vamos veri�car agora a continuidade nos pontos (L, 0).
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Seja uma curva γ : [0, 2L]→ R2, tal que γ(t) =

{
γ(t), 0 ≤ t ≤ L

γ(t− L), L ≤ t ≤ 2L
.

Tomamos uma sequência (tn, sn) → (L, 0), de�namos ξn = tn, com ξ < ηn e ηn =

L+ sn, com (tn, sn) 6= (L, 0).

Note que ξn < ηn e que

lim
n→∞

ξn = lim
n→∞

tn = L

lim
n→∞

ηn = limn→∞L+ sn = L

Como γ(ξn) = γ(tn) e γ(ηn) = γ(ηn − L) = γ(sn), temos que

F (tn, sn) =
γ(tn)− γ(sn)

||γ(tn)− γ(sn)||
=

γ(ξn)− γ(ηn)

||γ(ξn)− γ(ηn)||
= − γ(ηn)− γ(ξn)

||γ(ηn)− γ(ξn)||

= − x′(λn), y′(µn)√
(x′(λn))2 + y′(µn)2

para ξ < λn < ηn e ξn < µn < ηn.

Sabemos que limn→∞ ξn = limn→ ηn = L, além disso ξn < λn < ηn e ξn < µn < ηn.

Então, usando o teorema do confronto temos que limn→∞ λn = limn→∞ µn = L.

Assim,

lim
n→∞

F (t, s) = lim
n→∞

− x′(λn), y′(µn)√
(x′(λn))2 + y′(µn)2

= − x′(L), y′(L))√
(x′(L))2 + (y′(L))2

= −T (L) = −T (0) = F (L, 0).

Portanto, F é contínua nos pontos (L, 0) e assim, contínua em todos os pontos do

triângulo 4.

Vamos utilizar a função F para obter uma deformação de T para um curva T1, para

a qual o numero de rotação seja mais fácil de calcular.

Considerando as curvas D0 e D1, respectivamente, a hipotenusa e os catetos de 4,
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dadas por:

D0 : [0, L] → 4

t → (t, t)

D1 : [0, L] → 4

t →

{
(2t, 0), 0 ≤ t ≤ L

2
;

(L, 2t− L), L
2
≤ t ≤ L.

De�na a curva Dλ : [0, L]→4, 0 ≤ λ ≤ 1, por Dλ(t) = (1− λ)D0(t) + λD1(t).

Figura 52: A aplicação Dλ.

Considere a aplicação H : [0, 1]× [0, L]→4, dada por H(λ, t) = F ◦Dλ(t).

Vamos mostrar que H é uma homotopia regular entre T e T1, com T1(t) = H(1, t),

em R2 − {(0, 0)}.

Primeiramente podemos notar que H é contínua, pois é a composição de funções

contínuas.

Além do mais em cada λ ∈ [0, 1], H(λ, t) é uma curva regular, se λ = 0,

H(0, t) = F (t, t) = T (t)

e se λ = 1,

T1(t) = H(1, t) =

{
F (2t, 0), 0 ≤ t ≤ L

2

F (L, 2t− L), L
2
≤ t ≤ L.

Ou ainda,

H(1, t) =


γ(2t)
||γ(2t)|| , 0 ≤ t ≤ L

2

−T (0), t = L
2

− γ(2t−L)
||γ(2t−L)|| ,

L
2
< t ≤ L.
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e para 0 < λ < 1, H(λ, t) = F (λ, t) = F (Dλ(t)).

Agora veri�caremos o índice de rotação da curva T1, se t ∈ [0, L
2
], então

H = F ◦D1(t) = F (2t, 0) =
γ(2t)− γ(0)

||γ(2t)− γ(0)||
=

γ(2t)

||γ(2t)||
.

E se t ∈ [L
2
, L], então

H = F ◦D1(t) = F (L, 2t− L) =
γ(L)− γ(2t− L)

||γ(L)− γ(2t− L)||
= − γ(2t− L)

||γ(2t− L)||
.

Portanto, a curva T1 dá uma volta completa em torno da origem,logo I(F ◦D1) = 1,

mas I(F ◦D1) = I(F ◦D0) = I(T ) = I(γ) = 1. Portanto,
∫ L

0
k(s)ds = 2π.

Sejam γ ⊆ X(U) e β = X−1 ◦ γ ⊆ U curvas simples e fechadas, cuja parametrização

X preserva a orientação.

Figura 53: A aplicação X preserva a orientação.
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Temos que as bases (e1,
β′

||β′|| , e3) e (eu, γ
′, N) possuem a mesma orientação, logo

∀s ∈ [0, L] temos que |ϕ(s) − θ(s)| < π, caso contrário, essas bases não teriam a mesma

orientação.

Além disso, como β é simples e fechada ϕ(L)− ϕ(0) = 2π.

Vamos analisar a seguinte diferença:

| |θ(L)− θ(0)| − 2π | = | |θ(L)− θ(0)| − |ϕ(L)− ϕ(0)| | ≤ |θ(L)− θ(0)− (ϕ(L)− ϕ(0))|

= |(θ(L)− ϕ(L))− (θ(0)− ϕ(0))| ≤ |θ(L)− ϕ(L)|+ |θ(0)− ϕ(0)|

< 2π.

Temos

θ : [0, L]→ R,

Π ◦ θ : [0, L]→ S1

e Π ◦ θ(0) = Π ◦ θ(L). Logo, θ(L)− θ(0) = 2Iπ, com I ∈ Z.

Mas, pelo cálculo acima e θ(L)− θ(0) = 2Iπ, então θ(L)− θ(0) = 2π.

Seja γ : [0, L] → S uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, simples,

fechada e regular por partes, onde s0 = 0 < s1 < ... < sn = L são seus vértices.

Vamos aproximar γ por curvas γε : [0, Lε]→ S, ε > 0, tal que:

• γε é de classe C2;

• γε é parametrizada pelo comprimento de arco, fechada, simples e com a mesma

orientação de γ;

• ∃[ai, bi] ⊆ [0, Lε] sub-intervalos tal que γε|[ai,bi] = γ|[ai,bi]

• |L− Lε| < ε

Como vimos, θε(L)− θε(0) = 2π, logo

θε(L)−θε(bk)+θε(bk)− θε(ak)︸ ︷︷ ︸+ θε(ak)− θε(bk−1)︸ ︷︷ ︸+...+θε(b1)− θε(a1)︸ ︷︷ ︸+θε(a1)−θε(0) = 2π

Escrevendo como um somatório:

θε(L)− θε(bk) + θε(a1)− θε(0) +
k∑
i=1

θε(bi)− θε(ai) +
k∑
i=2

θε(ai)− θε(bi−1) = 2π (5.1)
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Figura 54: A curva γε.

Vamos analisar os termos da expressão acima, observe que:

• No limite ε→ 0, θε(L)− θε(bk) + θε(a1)− θε(0) = γk = γ0.

• No limite ε→ 0, θε(bi)− θε(ai) = θ(si)− θ(si−1).

• No limite ε→ 0, θε(ai)− θε(bi−1) = γi−1
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Voltando a expressão (5.1), temos

k∑
i=1

γi +
k∑
i=1

θ(si)− θ(si−1) = 2π (5.2)

Agora vamos demonstrar um lema que será usado na demonstração do teorema de

Gauss-Bonnet(versão local).

Lema 5.1. Seja γ(s) uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco, w(s)

um campo vetorial paralelo unitário ao longo de γ e ϕ o ângulo entre γ′(s) e w(s), então

ϕ′(s) = −Kg(s).

Demonstração. Temos que {T, T2 = N × T} é uma base ortonormal positiva em Tγ(s)S,

logo podemos escrever w nessa base w = cosϕT + sinϕT2. Como w é um campo paralelo,
Dw
ds

= 0, então

Dw

ds
= − sinϕϕ′T + cosϕ

DT

ds
+ cosϕϕ′T2 + sinϕ

DT2

ds
(5.3)

Temos que < T, T >= 1 e assim
〈
DT
ds
, T
〉

= 0, então DT
ds

= α(s)T2, mas ||γ′|| = 1, sendo

assim α(s) = Kg, já que DT
ds

= ||γ′||KgT2.

Da mesma forma < T2, T2 >= 1 e
〈
DT2
ds
, T2

〉
= 0, então DT2

ds
= β(s)T .

No entanto, temos que < T, T2 >= 0, derivando〈
DT

ds
, T2

〉
+

〈
T,
DT2

ds

〉
= 0⇒

〈
DT

ds
, T2

〉
= −

〈
T,
DT2

ds

〉
= −Kg.

Substituindo em (5.3):

− sinϕϕ′T + cosϕKgT2 + cosϕϕ′T2 − sinϕKgT = 0

(ϕ′ +Kg)(cosϕT2 − sinϕT ) = 0

ϕ′ = −Kg.
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5.2 Teorema de Gauss-Bonnet (Versão Local)

Teorema 5.3 (Teorema de Gauss-Bonnet(versão local)). Seja Ω uma região delimitada

por uma curva simples, parametrizada pelo comprimento de arco e regular por partes.

Sejam γi(i = 1, ..., K) os ângulos externos de Ω. Então∫
Ω

KdA+

∫
∂Ω

Kg(s)ds+
k∑
i=1

γi = 2π.

Demonstração. Seja w um campo de vetores unitários paralelo ao longo de γ = ∂Ω, ϕ(s),

com s ∈ (si−1, si), são os ângulos entre γ′(s) e w(s) neste intervalo, θi(s) ângulo entre Xu√
E

e γ′(s) neste intervalo. Vamos de�nir ψ(s) como o ângulo entre Xu√
E
e w(s).

Observando a �gura acima temos que θi(s) = ψ(s)− ϕ(s).

Usando a expressão (2),

k∑
i=1

γi +
k∑
i=1

ψ(si)− ψ(si−1)−
k∑
i=1

ϕ(si)− ϕ(si−1) = 2π.

Mas, ϕ(si)− ϕ(si−1) =
∫ si
si−1

ϕ′(s)ds = −
∫ si
si−1

Kgds, lema anterior.

Podemos observar que

k∑
i=1

ψ(si)− ψ(si−1) = ψ(s1)− ψ(0) + ψ(s2) + ψ(s1) + ψ(s3)

− ψ(s2) + ...+ ψ(L)− ψ(sk−1)

= ψ(L)− ψ(0).

Logo,

k∑
i=1

γi + ψ(L)− ψ(0) +
k∑
i=1

∫ si

si−1

Kgds = 2π

k∑
i=1

γi + ψ(L)− ψ(0) +

∫ L

0

Kgds = 2π
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Agora, basta mostrarmos que ψ(L)− ψ(0) =
∫

Ω
KdA.

Sabemos que ψ(s) é o ângulo entre Xu√
E
e w. Sejam v1 = Xu√

E
e v2 = N ×V1, temos que

{v1, v2} é uma base ortonormal positiva em Tγ(s)S, logo podemos escrever w = cosψv1 +

sinψv2.

De < v1, v1 >= 1, temos que
〈
Dv1
ds
, V1

〉
=
〈
dv1
ds
, v1

〉
, portanto, Dv1

ds
= av2. Analoga-

mente,
〈
Dv2
ds
, v2

〉
=
〈
dv2
ds
, v2

〉
= 0 e Dv2

ds
= āv1.

Derivando < v1, v2 >= 0,temos < v1
′, v2 > + < v1, v2

′ >= 0 ⇒< v1
′, v2 >= − <

v1, v2
′ >, mas v1

′ = dv1
ds

= av2 + bN , então

< v1
′, v2 >=< av2 + bN, v2 >⇒< v1

′, v2 >= a.

Logo,
Dv1

ds
=< v1

′, v2 > v2.

Também temos que v2
′ = dv2

ds
= āv1 + b̄N , então

< v1, v2
′ >=< v1, āv1 + b̄N >⇒< v1, v2

′ = ā > .

Portanto,
Dv2

ds
= − < v1

′, v2 > v1.

Como w é um campo paralelo Dw
ds

= 0, então

Dw

ds
= − sinψψ′v1 + cosψ

Dv1

ds
+ cosψψ′v2 + sinψ

Dv2

ds
= − sinψψ′v1 + cosψ < v1

′, v2 > v2 + cosψψ′v2 + sinψ < v1
′, v2 > v1

= (ψ′+ < v1
′, v2 >)(cosψv2 − sinψv1) = 0,

sendo assim, ψ′ = − < v1
′, v2 >.

Temos que

ψ(L)− ψ(0) =

∫ L

0

ψ′(s)ds = −
∫ L

0

< v1
′, v2 > ds

= −
∫ L

0

(〈
∂v1

∂u
, v2

〉
u′ +

〈
∂v1

∂v
, v2

〉
v′
)
dudv.
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Pelo teorema de Green,

ψ(L)− ψ(0) = −
∫∫

X−1(Ω)

(
∂

∂u

〈
∂v1

∂v
, v2

〉
− ∂

∂v

〈
∂v1

∂u
, v2

〉)
=

∫∫
X−1(Ω)

(〈
∂v1

∂u
,
∂v2

∂v

〉
−
〈
∂v1

∂v
,

∂v2

∂ududv

〉)
,

no entanto,

∂v1

∂u
= αv2 +

〈
∂v1

∂u
,N

〉
N

∂v2

∂v
= βv1 +

〈
∂v2

∂v
,N

〉
N.

Então, 〈
∂v1

∂u
,
∂v2

∂v

〉
=

〈
∂v1

∂u
,N

〉〈
∂v2

∂v
,N

〉
〈
∂v1

∂v
,
∂v2

∂u

〉
=

〈
∂v1

∂v
,N

〉〈
∂v2

∂u
,N

〉
.

Note que, N = v1 × v2 e < N, v1 >= 0, então

< Nu, v1 > +

〈
N,

∂v1

∂u

〉
= 0⇒< Nu, v1 >= −

〈
N,

∂v1

∂u

〉
,

e < N, v2 >= 0, logo

< Nu, v2 > +

〈
N,

∂v2

∂u

〉
= 0⇒< Nu, v2 >= −

〈
N,

∂v2

∂u

〉
.

Mas

Nu =< Nu, v1 > v1+ < Nu, v2 > v2 = −
〈
N,

∂v1

∂u

〉
v1 −

〈
N,

∂v2

∂u

〉
v2,

analogamente,

Nv =< Nv, v1 > v1+ < Nv, v2 > v2 = −
〈
N,

∂v1

∂v

〉
v1 −

〈
N,

∂v2

∂v

〉
v2.

Sendo assim,

Nu ×Nv =

〈
N,

∂v1

∂u

〉〈
N,

∂v2

∂v

〉
N −

〈
N,

∂v2

∂u

〉〈
N,

∂v1

∂v

〉
N

=

(〈
∂v1

∂u
,
∂v2

∂v

〉
−
〈
∂v1

∂v
,
∂v2

∂u

〉)
N.
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Além disso,

< N,Nu ×Nv > = < N,K(Xu ×Xv) >

= < N,K
√
EG− F 2N >

= K
√
EG− F 2.

Por outro lado,

< N,Nu ×Nv >=

〈
∂v1

∂u
,
∂v2

∂v

〉
−
〈
∂v1

∂v
,
∂v2

∂u

〉
.

Logo,

ψ(L)− ψ(0) =

∫∫
X−1(Ω)

〈
∂v1

∂u
,
∂v2

∂v

〉
−
〈
∂v1

∂v
,
∂v2

∂u

〉
dudv

=

∫∫
X−1(Ω)

K
√
EG− F 2dudv

=

∫∫
Ω

KdA.

Com isso mostramos que∫
Ω

KdA+

∫
∂Ω

Kg(s)ds+
k∑
i=1

γi = 2π.

Nesse trabalho não iremos demonstrar a globalização do teorema de Gauss-Bonnet,

iremos apenas apresentar alguns conceitos topológicos e proposições que são usadas na

demonstração deste teorema.

Vamos considerar uma superfície S regular. Dizemos que uma região conexa Ω ⊆ S é

regular se Ω é compacta e a sua fronteira ∂Ω é uma região �nita de curvas regulares por

partes fechadas e simples que não se intersectam.

Por conveniência, vamos considerar uma superfície compacta como uma região regular,

cuja fronteira é o conjunto vazio.

Vejamos algumas de�nições:

De�nição 5.3. Uma região simples que tem apenas três vértices com ângulos externos

γi 6= 0, i = 1, 2, 3 é um triângulo.

De�nição 5.4. Uma triângulação de uma região regular Ω ⊆ S é uma família �nita T
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de regiões 4i, i ∈ {1, 2, ..., n} tais que:

(i) Ω =
⋃n
i=14i;

(ii) Para cada i ∈ {1, 2, ..., n}, a curva ∂4i tem três vértices. Aos arcos de curvas

compreendidos entre 2 vértices consecutivos denominamos arestas e as regiões 4i

são denominados faces da triângulação;

(iii) Se i 6= j, i, j ∈ {1, 2, ..., n}, então 4i

⋂
4j pode ser uma das três coisas: ou

4i

⋂
4j = ∅ ou tem um vértice em comum ou uma aresta em comum.

Dada uma triangulação T de uma região Ω ⊆ S de uma superfície S, denotaremos

por V , A e F , aos números de vértices, arestas e faces, respectivamente.

De�nição 5.5. O numero F − E + V = χ é chamado característica de Euler-Poincaré

da triangulação.

As proposições abaixo serão apresentadas sem demonstração.

Proposição 5.1. Toda região regular de uma superfície regular admite uma triangulação.

O resultado seguinte mostra que podemos obter uma triangulação de uma região Ω

de S em que cada triângulo está contido em uma vizinhança coordenada.

Proposição 5.2. Seja S uma superfície orientada e {xα}, α ∈ A, uma família de

parametrizações compatíveis com a orientação de S. Seja Ω ⊆ S uma região regular de

S. Então existe uma triângulação T de Ω tal que todo triângulo 4 ∈ T está contido em

uma vizinhança coordenada da família {xα}. Além disso, se a fronteira de todo triângulo

de 4 for orientada positivamente, triangulos adjacentes determinam orientações opostas

na aresta comum a eles.
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Proposição 5.3. Se Ω ⊆ S é uma região regular de uma superfície S, a característica de

Euler-Poincaré não depende da triangulação de Ω. Vamos denotá-lo por X(Ω).

A proposição anterior mostra que a característica de Euler-Poincaré é um invariante

topológico de uma região regular R. Este fato possibilita uma classi�cação topológica das

superfícies compactas em R3.

Um cálculo direto mostra que a característica de Euler-Poincaré da esfera é 2, a do

toro (esfera com uma alça) é zero, a do bi-toro(esfera com duas alças) é −2, em geral a

de um n-toro (esfera com n alças) é −2(n− 1).

A proposição abaixo mostra que esta é a "lista topológica"de todas as superfícies

compactas em R3.

Teorema 5.4. Seja S ⊆ R3 uma superfície compacta e conexa. Então um dos valores

2, 0,−2, ...,−2n... é assumido pela característica de Euler-Poincaré χ(S). Além disto, se

S ′ ⊆ R3 é uma outra superfície compacta, conexa e orientável χ(S) = χ(S ′), então S é

homeomorfa a S ′.

Este é o teorema de classi�cação de superfícies compactas conexas e orientáveis.

Em outras palavras, toda superfície compacta e conexa S ⊆ R3 é homeomorfa a uma

esfera com um número g de alças. O numero

g =
2− χ(S)

2

é chamado o gênero de S.

Vamos considerar uma região Ω ⊆ S regular de uma superfície orientada e seja τ

uma triangulação de Ω tal que todo triângulo de Tj ∈ τ , j = 1, ..., k esteja contido em
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uma vizinhança coordenada Xj(Uj) de uma família de parametrizações {Xα}, α ∈ A,

compatíveis com a orientação de S. Seja f uma função diferenciável em S.

A proposição a seguir mostra que faz sentido falar sobre a integral de f sobre a região

Ω.

Proposição 5.4. Com a notação acima, a soma

k∑
j=1

∫∫
X−1
j (Tj)

f(uj, vj)
√
EjGj − Fj2dujdvj

não depende da triângulação τ nem da família {Xα} de parametrizações de S.

Essa soma tem um signi�cado geométrico e é chamada a integral de f sobre a região

regular Ω. É comum denotá-la por
∫∫

Ω
fdσ.

Com as de�nições e os resultados podemos enunciar o teorema de Gauss-Bonnet

Global.

Teorema 5.5 (Teorema de Gauss-Bonnet Global). Seja Ω ⊆ S uma região regular de uma

superfície orientada e sejam C1, ..., Cn as curvas fechadas, simples e regulares por partes

que formam a fronteira de ∂Ω de Ω. Suponha que cada Ci é orientada positivamente e

sejam θ1, ..., θp o conjunto de ângulos externos das curvas Ca, ..., Cn. Então

n∑
i=1

∫
Ci

kg(s)ds+

∫∫
Ω

Kdσ +

p∑
l=1

θl = 2πχ(Ω),

onde s denota o comprimento de arco de Ci, e a integral sobre Ci signi�ca a soma das

integrais em todos os arcos de Ci

Com esse teorema incrível, que relaciona a característica de Euler de uma superfície

compacta, que é um conceito puramente topológico, e sua curvatura gaussiana é que

encerramos nosso estudo neste trabalho.
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Considerações Finais

No trabalho de conclusão de curso é a primeira vez nos apronfudamos sobre um

assunto, é quando realmente começamos a escrever o que estudamos formalmente, é o

momento em que a pesquisa se torna essencial e que o gosto pelo estudo torna-se fasci-

nante.

Estudar geometria diferencial de superfícies foi um grande desa�o, já que no curso de

licenciatura em matemática não temos essa disciplina. No entanto, foi muito prazeroso

poder estudar conceitos nunca vistos e usando os conhecimentos de cálculo e álgebra linear

estudados durante o curso, conseguir obter um bom aprendizado.

Poder construir o conhecimento desde a simples de�nição de superfície regular até a

demonstração do teorema de Gauss-Bonnet, passando por de�nições e resultados impor-

tantíssimos é muito grati�cante e nos mostra quanta coisa existe para estudar sobre a

geometria diferecial e sobre a própria matemática.

Por �m, esperamos que o estudo abordado neste trabalho possa ser útil a outras

pessoas que desejam estudar geometria diferencial.
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