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Introducao

A geometria diferencial é o estudo da geometria usando as técnicas do calculo diferen-
cial e integral. Neste trabalho faremos um estudo sobre a geometria diferencial de super-
ficies, provavelmente a parte mais interessante e representativa da geometria diferencial,
entretanto, algumas propriedades das curvas aparecem de maneira natural no estudo das

superficies.

Curvas e superficies sao objetos que qualquer pessoa pode ver, e muitas das questoes
que podem ser levantadas sobre estes objetos sao 6bvias e naturais. A geometria diferencial
preocupa-se com a formulacao matemética de algumas dessas questoes e usando as técnicas

do calculo diferencial, procura encontrar respostas para elas.

Nosso trabalho estd organizado em 5 capitulos no primeiro capitulo, na segao 1.1,
apresentamos a definicao de superficie regular e a partir desse conceito comegamos a
caracterizar o comportamento dessas superficies, demonstramos alguns resultados e iden-
tificamos algumas superficies regulares. Na secao 1.2, mostramos que um ponto pode ser
coberto por mais de uma parametrizacao. Na secao 1.3, apresentamos duas aplicacoes
diferenciaveis sobre e entre superficies. Com a definicao de superficies regulares podemos
garantir a existéncia de um plano tangente em todos os pontos da superficie na secao 1.4,

definimos plano tangente.

O estudo das propriedades locais de uma superficie regular esta diretamente ligado ao
estudo de duas formas quadraticas, a primeira e segunda forma fundamentais, que serao
apresentadas no segundo capitulo. A primeira forma fundamental, secao 2.1, nos permite
o calculo de algumas questoes métricas, tais como, comprimento de arco, angulo entre
curvas e areas de regioes sobre a superficie. Na secao 2.2, comeg¢amos nosso estudo sobre
a geometria da aplicacao de Gauss e na secao 2.3, apresentamos a definicao da segunda

forma fundamental sobre um aspecto algébrico.

No capitulo 3, na secao 3.1, apresentamos a interpretagao geométrica da segunda
forma fundamental, as curvaturas. Na secao 3.2, definimos as curvaturas de médias e

gaussianas.

No capitulo 4, comecamos o estudo da geometria intrinseca das superficies, ou seja, a



parte da geometria diferencial que depende apenas da primeira forma fundamental. Na
secao 4.1, definimos isometria e demonstramos o famoso teorema egregium de Gauss, que
mostra que a curvatura gaussiana é uma caracteristica intrinseca da superficie. Na secao
4.2, definimos a derivada covariante e transporte paralelo e na 4.3, definimos geodésica e

curvatura geodésica.

No ultimo capitulo, demonstramos a versao local do teorema de Gauss-Bonnet, mas
antes disso, na secao 5.1, definimos indice de rotacao, homotopia e demonstramos o teo-
rema do indice de rotacao e por fim, na secao 5.2, demonstramos a versao local do teorema

de Gauss-Bonnet.

Para concluir, podemos dizer que objetivo maior do nosso trabalho é estudar as su-
perficies regulares de modo que possamos entender alguns conceitos e resultados, para

por fim, demonstrarmos o teorema de Gauss-Bonnet.



1 Superficies Regulares
Parametrizadas

Neste capitulo, comegaremos o nosso estudo das superficies regulares.

Inicialmente, podemos dizer que uma superficie ¢ um subconjunto de R*® que se
assemelha a uma parte de R? numa vizinhanca de qualquer ponto, tal como a super-
ficie da Terra, embora esférica, parece plana a um observador nela colocado, que consegue

ver somente até linha do horizonte.

Na secao 1.1 vamos definir superficies regulares utilizando o conceito de parametriza-
cao local, ou seja, tomamos um ponto p de uma superficie e uma vizinhanca aberta desse
ponto contida na superficie e assim construimos uma aplicacao com dominio em um aberto
do R? e imagem em pontos da vizinhanca de p. A partir dai, comecaremos a caracteri-
zar e identificar superficies regulares, demonstrando alguns resultados e fazendo alguns

exemplos.

No entanto, dado um ponto p de uma superficie regular .S, esse pode ser coberto por
mais de uma parametrizacdo. Assim, na secao 1.2 mostraremos como fazer a troca de

coordenada, ou seja, como passar de uma parametrizagao para outra.

Na secao 1.3, mostraremos que é possivel definir a nocao de diferenciabilidade para
uma fungao definida sobre uma superficie regular e assim, na secao 1.4 definiremos plano

tangente e diferencial de uma aplicagao.

1.1 Superficies Regulares

Definicao 1.1. Seja S C R? um subconjunto de R3, diz-se que S € uma superficie regular

se as trés condicoes a sequir sao satisfeitas:

(1) SeVp e S, IV C R3, vizinhanca de p e uma aplicacao X : U — VNS diferencidvel,



onde U C R? € um aberto. Qu seja, se

X(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v))

entao as funcgoes componentes de X, x(u,v),y(u,v), z(u,v) possuem derivadas par-

ciais de todas as ordens em U;

(ii) A aplicagao X do item (i) é um homeomorfismo entre U e VNS, ou seja, X possui
uma inversa X' : VNS — U que é continua, isto é, existe um aberto W C R3

contendo VN S e uma funcao continua f: W — R? cuja restricio é X !;

(iii) Para todo q = (u,v) € U, a diferencial dX, : R*> — R? ¢ injetiva.

Lol 0,y (), 20U D)

u

Figura 1: O ponto g € U ¢é levado pela aplicacao X em um ponto da vizinhanca de p € S.

A aplicacao X é uma parametrizacao local ou um sistema de coordenadas locais em

uma vizinhanca V' N S de p, chamada de vizinhang¢a coordenada.

Vamos analisar o que a defini¢cao 1.1 nos diz sobre o comportamento de uma superficie
regular. A condicdo de diferenciabilidade em (i) é bastante natural se nossa inten¢ao é
tratar de geometria diferencial em S. A condigao (ii) impoe que a aplicagdo X é um
homeomorfismo e sua injetividade exclui a possibilidade de autointersecoes em superficies

regulares.

90X o 9X 430 derivadas parciais das componentes de X calculadas

Em (iii), temos que 5 e 5

no ponto ¢ = (ug, vp), que correspondem as colunas da matriz Jacobiana JX (u,v), que é

a matriz da aplicacao linear relativa as bases canonicas de R? e R3.
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Por comodidade vamos denotar %—f por X, e %—f por X,.

A condigao (iii) é equivalente as seguintes afirmagoes:

e Os vetores coluna, X, e X, , da matriz Jacobiana sao linearente independentes;
e X, x X, # 0(vetor nulo);

e A matriz JX (u,v) tem posto 2, ou seja um dos determinantes jacobianos

oz 0 oy oz 9
ey | E E| owa |2 2| owmn |% Z
d(u,v) b by T O(u,v) %2 2z T O(u,v) % 22
u (v u (% u v

deve ser diferente de zero em g = (u,v).

Entao, a condicao (iii) exclui a possibilidade de existir bicos em uma superficie regular
e assim garante a existéncia de um plano tangente em todo os pontos de S, veremos isso

na secao 1.4.

Vejamos um exemplo de uma superficie regular.

Exemplo 1.1. A esfera unitdria $* = {(z,y,2) € R® : 2> +y* + 2? = 1} € uma superficie

reqular.

Mostraremos que X1 : U C R? — R3, dada por X1(u,v) = (u,v,+/1 — (u® + v?)),
com U = {(u,v) € R? : u? +v? < 1}, € uma parametrizacao de $*. Podemos observar que

a imagem da parametrizacio X, € a parte aberta de $* acima do plano xy.

Podemos observar que as fungoes componentes de Xy sao diferencidveis, jd que temos

que u? +v? < 1, logo a condigdo (i) da definicao de superficie reqular € verificada.

Seja um ponto qualquer (z,y,z) € X1(U) C 5%, com X,(U) C S? = {(x,y,2) € 5%
2?24+ 9% <1 ez >0} e fizermos X{ ' w,y,2) — (z,y) temos u e v bem definidos de
maneira tinica por u =x e v =y, logo X1 ¢ bijetiva. E X; "' ¢ a projecio de X,(U) C S

em U, que € continua. Logo a condi¢cdo (ii) é verificada.
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Para verificar a condi¢ao (iii) basta observar que a matriz jacobiana

1 0
JX 1 (u,v) = 0 1

\/1—(u2+112) \/1—(u2+'u2)

tem posto 2.

Agora cobriremos toda esfera utilizando parametrizacoes similares, como a parametriza-
¢io Xy : U C R* — R? dada por Xo(u,v) = (u,v, —/1 — (u? +v2)), (u,v) € U. Podemos
observar que X1(U) U Xo(U) cobre a esfera menos o equador {(x,y,z) € R¥/2* + y* =
1,z = 0}. Para cobrir toda a esfera, juntamente com X e Xy, utilizamos os planos xz e

zy e definimos as sequintes parametrizacoes:

TN
i
s

S
AT
N

S
AR
b

Figura 2: Parametrizacoes locais da esfera.

Assim, verificamos que a esfera é uma superficie reqular.

Nem sempre é facil mostrar que uma superficie é regular utilizando a definicao 1.1,
sendo assim, demonstraremos alguns resultados que facilitam na verificacao se uma su-

perficie é ou nao regular. Antes disso vamos definir alguns conceitos.

Definicao 1.2. Dada uma aplicacio diferencidvel F : V. C R?® — R, com V aberto,
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dizemos que p € V € um ponto singular se dF, nao € sobrejetora, que € equivalente a

dizer que F,, = F, = F, = 0 calculadas em p. E F(p) é dito ser um valor singular.

Definigdo 1.3. Dada F: V CR3> - R e a € R, dizemos que a é um valor regular de F'

se a nao € um valor singular de F.

F[v:l i @

Figura 3: Valor regular de f.

Proposicao 1.1. Se f : U C R? — R € uma funcao diferencidvel em um conjunto aberto
U, entao o grifico da f, isto é, o subconjunto de R® dado por {(u,v, f(u,v)) : (u,v) € U}

¢ uma superficie reqular.

Demonstracao. Seja X (u,v) = (u,v, f(u,v)), vamos mostrar que a aplicagdo X : U C
R? — R? ¢ uma parametrizacao do grafico, cuja vizinhanca coordenada cobre todos os

pontos do grafico.

A parametrizagdo X, dada por X (u,v) = (u,v, f(u,v)), possui todas as suas compo-

nentes diferenciaveis, logo a condicao (i) é verificada.

Para verificar a condigao (ii), podemos inicialmente observar que cada ponto (z,y, z)
do gréfico é imagem por X de um tnico ponto ¢ = (u,v) € U, onde (u,v) = (x,y).
Portanto X é bijetiva. Mas X! é a restricdo ao grafico de f da projecao de R? sobre o

plano xy, que é continua, logo X! & continua.

A condi¢do (iii) também ¢é verificada, pois a matriz Jacobiana de X ¢ igual a
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e tem posto 2 para todo (u,v) € U.
Portanto o grafico da f é uma superficie regular. O]

Antes de demonstrarmos a proxima proposicao vamos enunciar o teorema da aplicacao

inversa.

Teorema 1.1 (Teorema da aplicagao inversa). Seja F' : U C R™ — R" de classe C*
(k > 1) e sejap € U tal que F'(p) € um isomorfismo linear em R™. FEntao existem
abertos V. C U wvizinhan¢a de p e W C R™ vizinhan¢a de F(p) tal que Fly : V. — W €

um difeomorfismo de classe CF .

Proposi¢ao 1.2. Dada uma funcdio f:V C R® — R diferencidvel e a € f(U) um valor

reqular de f, entdo a imagem inversa f~(a) é uma superficie regqular.

Demonstragdo. Seja p = (o, Yo, 20) um ponto de f~(a) = {(z,y,2) € R®: f(x,y,2) =
a}. Como a é um valor regular de f, temos que alguma das derivadas parcias nao é nula,

vamos supor sem perda de generalidade que %(p) £ 0.

Definimos agora uma aplicacao
d:VCR* = R?
(x7 y? Z) % (xJ y? f(x7 y? Z))'

A diferencial de ® em p é dada por

4o, =

e det(d®,) = %(p) # 0.

Entao pelo Teorema da Fungao Inversa, existem abertos Wi C V e Wy C &(V),
contendo p e ®(p), respectivamente, tal que ® : Wy — W, é inversivel ¢ @1 : Wy — W)

¢ diferencidvel (ver figura 4).

As fungdes coodenadas de ®~! sao diferenciaveis e dadas por X (u,v,t), y(u,v,t) e

z(u,v,t). Como

(u,v,t) = ®o® ' (u,v,t) = ®(x(u,v,t), y(u,v,t), z(u,v,t)) = (x,y, f(z,y, 2)),
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vemos que z(y,v,t) = u e y(u,v,t) = v. Em particular, como z(u,v,t) é diferenciavel, a

funcao w definida na interseccao de Wi com o plano zy, dada por
w(z,y) = z(u,v,a)

também é diferencidvel.

o
il
~/

l
o

¥
-
¥.-

Figura 4: Os pontos da superficie f~!(a) sao levados por F no plano z = a.

Pela proposicao 1.1, o grafico de w é uma superficie regular. Ora, observando-se que o
grafico de w nada mais é do que o conjunto f~1(a) N Wy, segue-se que f~1(a) N, é uma
vizinhanga coordenada de p. Como p foi tomado arbritariamente, conclu’-se que f~'(a)

¢ uma superficie regular, como desejado.
O

Exemplo 1.2. Seja o elipsdide dado por i—z + Z—j + 'Z—i = 1. Vamos definir uma funcao
diferencidvel f(x,y,z) = Z—i + z—z + ‘Z—; — 1. Podemos notar que 0 é um valor reqular de
f, 7d que as derwadas parciais f, = z—;”, fy = i—é’ e f. = 3—5 se anulam simultaneamente

somente no ponto (0,0,0), que nao pertence a f~1(0).
Entao, o elipséide dado por S = f~1(0) é uma superficie reqular.

Exemplo 1.3. Seja o hiperboldide de duas folhas dado por —x* — y* + 22 = 1. Vamos
definir uma funcao diferencidvel f(xz,y,2) = —x* — y*> + 2% — 1. Podemos notar que 0 é
um valor regular de f, jd que as derivadas parciais f, = —2x, f, = =2y e f. = 2z se

anulam simultdneamente somente no ponto (0,0,0), que nao pertence a f~(0).

Entao, o hiperboloide de duas folhas dado por S = f~1(0) é uma superficie regular.

No exemplo acima podemos notar que uma superficie regular pode ser desconexa.
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Antes de demonstrarmos a seguinte proposicao vamos enunciar o Teorema da Funcao

Implicita.

Teorema 1.2. SejaV C R? e F(x,y, z) uma funcao real com derivadas parciais continuas
em V. Seja (xo,Y0,20) € V tal que F(xg,y0,20) = 0 e F.(xg,y0,20) # 0. Entao existem
vizinhangas B de (xo,y0) € J de zy, tais que B x J C V e uma dnica funcio g: B — J
satisfazendo F(z,y,g(x,y)) = 0, Y(z,y) € B. Além disso, g possui derivadas parciais
dadas por:

—F —F,
F,’ '

Gz =

A proposicao seguinte apresenta ferramentas para mostrarmos que um conjunto de
R? nao é uma superfici lar. També d ica f;
perficie regular. Também podemos ver essa proposigao como se fosse a

reciproca local da proposicao 1.1.

Proposicao 1.3. Dada uma superficie reqular S € R?, qualquer ponto p € S possui uma
vizinhanca V' em S, tal que V € o grifico de uma funcao diferencidvel que tem uma das

sequintes formas:

Z:f(xay)v y:f(l’,Z>, l’if(y,Z).

Demonstragdo. Se S é uma superficie regular, entdo dado p € S, 3 C R? e X : U C
R? — R? dada por X (u,v) = (z(u,v),y(u,v),2(u,v)) tal que p € X(U) e ¢ = X~ (p),

como na definicao 1.1.

Pela condic¢ao (iii) da definigdo 1.1, um dos determinantes jacobianos ggz’g;, ggz’jz%,
ggi‘zg nao se anula em X ~'(p) = ¢. Suponhamos sem perda de generalidade que ggzg; #0,

e consideremos a seguinte aplicagao: mo X : U — R?, onde 7 ¢ a projecao 7(x,y,2) =
(z,).

Entdo o X (u,v) = m(x(u, v), y(u,v), 2(u,v)) = (2(u,v), y(u, v)), mas =2 £ 0, logo

(u,v)

pelo teorema da funcdo inversa existem abertos Wi, C U e Wy C o X (U), vizinhanga de

q e de ™o X (q) respectivamente, tal que
(mo X)Wy = W,

(z,y) = (u(z,y),v(r,y))

¢ diferenciavel (ver figura 5).



15

TIO

{rroxy

X

Figura 5: A aplicacdo 7 leva pontos de R? em R? .

Considere agora

XO(WOX)_I(.f,g> — X(u([f,ﬂ),l}(i’,g))

Mas

(moX)o(moX) ! (z,5) = (7.7)

portanto T = z(u(Z,7),v(Z,y)) e y = y(u(z,y),v(Z,7)).

Logo,

XO(WOX)_I(ZZ’,ﬂ> = X(“(jvg>7v(f’g))

Seja V = X (W), entdo temos

Xo(moX) ™' : Wy = V

(z,y) — (z,y,2(7,9)).

Logo V' é localmente um gréfico.

Mostramos para um dos casos, os outros sao de forma andloga, porém ao invés de
considerarmos m : (z,y,2) = (x,y), utilizamos m : (x,y,2) — (x,2) e o : (x,y,2) —
(. 2). O

Exemplo 1.4. Seja o cone de uma folha C dado por z = ++/x2 + y2, com (x,y) € R%
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Vamos supor que C seja uma superficie regular, logo pela proposicao 1.3 ele deve ser
em uma vizinhan¢a V' do ponto (0,0,0) € C o grdfico de uma fungao diferencidvel com
uma das sequintes formas: © = f(y,2), y = g(z,2), z = h(x,y). Mas as duas primeiras
formas podem ser descartadas, jd que as projegoes do cone sobre os planos rz e yz nao
sao injetivas. Basta entdo analisar a ultima forma, z = h(x,y) = ++/x% + y? que ndo é

diferencidvel em (0,0).
Entao C nao é uma superficie regular.

Proposicao 1.4. Seja p € S um ponto de uma superficie reqular S e seja uma aplicagao
X :UCR? = R? comp e X(U) tal que as condigoes (i) e (iii) da defini¢iol.1 sejam

satisfeitas. Suponha que X seja bijetiva. Entdao X' € continua.

Demonstragao. Seja X (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), com (u,v) € U e ¢ € U arbi-

o(z,y)

v (@) 7 0, ja que X satisfaz as condigoes (i) e (iii) da

trario. Podemos afirmar que

definicao 1.1.

Vamos considerar a projecao
7:R>—= R?

m(x,y,2) = (z,y)

Pelo teorema da func¢ao inversa, existem W) vizinhanga de ¢ € U e W, vizinhanga

7o X(q) € R? tal que 7 o X aplica W, difeomorficamente sobre Ws.

Usando agora a suposi¢do que X é bijetiva. Entdo, restrita a X (1/7),

X'=(moX) o

X! éacomposicao de aplicacoes continuas, logo é continua em ¢q. Como g é arbitario,

X1 é continua. m

Exemplo 1.5. Seja uma circunferéncia C no plano xz centrada no ponto (a,0,0), com
raio r, onde 0 < r < a dada por C = {(x,y,2) : (x—a)2 + 22 =%y = 0}. Se

rotacionarmos essa circunferéncia em torno do eixo z obtemos um toro,dado por:
X(0,¢) = ((a+rcosh)cosp, (a+rcosh)sinp, rsinb),

onde U ={(0,p):0<0 <2m,0< ¢ <21}

Sabendo que o toro € uma superficie reqular vamos mostrar que a aplicacio X € uma

parametrizacao do toro.
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A condicao (i) da definicao 1.1 é verificada, visto que as fungoes componentes de X

sao diferencidveis.

Temos que
Xy = (—rsinfcosp, —rsinfsinp,rcosd)
X, = ((a+rcos)(—sing), (a+rcosb)cosg,0),
entao
|1 X x Xof| =

= \/7"2(@ + 1 cosf) cos?  cos? 0 4 r2(a + 1 cos 0)” sin? p cos? 6 + r2(a + r cos 0)* sin® 0

= \/r2(a+ rcos0)(cos? pos? 0+ sin’ pcos? 0 -+ sin )

= r(a+rcosh).

Como 0 < r < a temos que Xy e X, sao vetores linearmente independentes, verifi-

cando a condi¢cdo (1ii).

Basta agora verificarmos a condigao (i), no entanto pela proposicao 1.4 isso é equiv-

alente a mostrar que X € bijetiva.

Podemos observar que, se \/x? +y?> < a, entdo 5 < 0 < 37”, e se \J/r2+y? > a,
entao 0 < 0 < 7 ou 37” <0 < 2r. Logo, dado (x,y,2), isto determina 0 de maneira unica,

w3

0<6<2m.

Conhecendo 0, x ey determinamos sin g e cos . Isto determina ¢ de maneira unica,

0 < <2m. Logo X € bijetiva.

Portanto X € uma parametrizacao do toro.

1.2 Mudanca de Parametros

Pela defini¢ao de superficie regular, todo ponto p € S esta coberto por uma parametriza-
cao X : U C R? — S que ¢ um homeomorfismo, mas nem sempre existe uma tnica

parametrizacao que cubra determinado ponto p € S.

Nosso objetivo é descobrir como estas parametrizagoes estao relacionadas, ou seja,
dado um ponto p pertencente a duas vizinhangas coordenadas com parametros (u,v) e

(w,v), vamos mostrar como transformar de (u,v) para (u,v) e vice-versa.
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E interressante ver como fazer troca de um sistema de coordenadas para outro, pois
nos proximos capitulos vamos apresentar conceitos que nao dependem do sistema de

coordenadas escolhido.

Proposicao 1.5. Seja S uma superficie reqular e duas parametrizacoes X, : Uy CR? — S
eXy: Uy CR?— SdeS, compe S tal quep € X,(Uy)NXy(Us) = V. Entao a mudanga
de coordenadas h = X1 o Xy € um difeomorfismo, isto €, h € diferencidvel e tem uma

inversa diferencidvel h=!.

Demonstragao. A aplicacdo h = X! o X, é a composicao de homeomorfismos, logo h é

um homeomorfismo.

Sejam as duas parametrizacoes X; e X, dadas por:
Xl(ua U) - (x(u, U)? y(“v U)7 Z(’LL, U))
X2<ﬂ7 Q_]) = (ZE(ﬂ7 @)7 y(ﬂv 1_))7 Z(ﬂ, 17)

Vamos provar que h é diferenciavel.

Seja r € X5 1(V) e defina ¢ = h(r). Como X;(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) é uma

parametrizacao, podemos supor, renomeando 0s eixos caso necessirio, que O(zy) (q) #0
’ ) ) d(u,v) :

Estendemos X; a uma aplicacdo F': U; x R — R? definida por
F(u,v,t) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v) + t),

com (u,v) € Uy et € R. Ou seja, F' leva um cilindro vertical C sobre U; em uma espécie

de cilindro vertical sobre X;(U;).

A restrigao Fly, xq0y = F(u,v,0) = X;(u,v).

Jx Oz
ou  Ov 0
A matriz Jacobiana é dada por: JF(u,v,t) = g—z % 0 |, e seu determinante é
0: 0z
ou  Ov

det(JF)= —— — ——= =

Em particular, se ¢ = (¢,0) € Uy x R, entao det(JF,) = O(z.y) (q) #0.

Pelo teorema da funcao inversa existem abertos W; e Wy, com W; vizinhanca de
¢ = (q,0) € U; x R e W, vizinhanga de F(¢') = X;(q) tal que F~!: W, — W existe e é
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> XV)
u

Figura 6: A aplicacdo h = X; ' o Xj.

diferencidvel em W,.

Provemos que h é diferenciavel em r: observe que Wy é vizinhanga de X5 (r), pois

X1(q) = X1(h(r) = X1 0 X171 o Xy(r) = Xo(r).

Temos que X, é continua em Us e r € Us, logo existe uma vizinhanca W, de r em Uy
tal que Xo(Wy) C Wh.

Pelo teorema da funcao inversa, existem abertos W e W,, com W) vizinhanca de
q € Uy e W, vizinhanca de r € Us, tal que F~1 : W, — W existe e é diferenciavel em W;.

Entao h = F~1 o X, é diferencidvel em r € Us, ja que X, é uma parametrizacao de S.

Como h|w, = F'o Xolgr,, h restrito a W, é uma composicio de aplicacdes diferen-

ciaveis e portanto diferenciavel. Em particular, h é diferenciavel em r. O

Exemplo 1.6. Seja uma esfera $? unitdria, parametrizada de duas formas:

Pelas coordenadas esféricas (0, ), onde 0 é o complemento da latitude e ¢ a longin-

tude, sendo
X1(0,¢) = (sinf cos p, sin O sin @, cos 0)
eU={(p,0):0<0<m,0<¢<2r}.

Pela projecio estereogrdfica m : 8% — {Pn} — R2, que leva pontos p = (x,y,2) da

esfera menos o pélo norte Py = (0,0, 1) sobre o plano xy. Seja 7(x,y,z) = (u,v), entdo
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obtemos uma parametriza¢io X fazendo 771 : R? — 8% — { Py}, dada por

X, ) 2 20 u?+02—1
u,v) =
2 W2+t 2 1 w21
com (u,v) € R* — {(0,0)}.

Vamos considerar a parte da esfera $* onde y > 0.

Entao, usando essas duas parametrizacoes, temos
1 x
X{ (z,y,2) = |[arccos(z),arccotg | —
Y

_ X )
le(l’,y?Z) - (1—2’1—25)

Logo,
2 4,2
— -1 — y! = w1 .
ho= X 'oXo=X"1Xy(u,v) = (afCCOS (m)”“w <5>)

sin f cos ¢ sin # sin go)

—1 _ X*l X :Xfl X =
h 9 0 Xy 2 (Xa(0,9)) (1—(3039’1—(3089

que sao diferencidveis.

1.3 Funcoes Diferencidveis em Superficies

Nesta secao vamos tratar de dois tipos de aplicacoes sobre S, uma fungao f e uma
aplicacao ¢, dadas por f: V C S - Rep:V C S — 5, com S, 51, S superficies

regulares.

Primeiramente vamos definir sob que condicoes essas aplicacoes sao diferenciaveis em
um ponto p da superficie e em seguida vamos mostrar que a diferenciabilidade de f e de

¢ nao dependem da escolha da parametrizacao.

1.3.1 Funcoes reais diferencidveis em superficies

Definicao 1.4. Uma funcao f : V C S — R,com S uma superficie regular, é diferencidvel
em p € S se dada uma parametrizagio X : U CR?* — S com p € X(U) C V, temos que
foX :U €R?— R ¢ diferencidvel em X *(p) = q.
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Figura 7: A aplicacdo f é diferenciavel em p se f o X é diferenciavel em X, '(p).

Vejamos um exemplo de uma funcao f : .S — R diferenciavel.

Exemplo 1.7. Seja py = (x0, Yo, 20) um ponto fizo de uma superficie reqular S, a distancia

euclidiana em R? desse ponto a qualquer ponto p € S é dado por

d:S — R

p = @ =20+ =y + (2 — 20)°.

No entanto, d nao € diferencidvel em (xo, Yo, 20), entdo vamos considerar a funcao d

distdncia ao quadrado, dada por

.S — R

p = (2—20)+ (y—w) +(z—2)"

Seja um cilindro parametrizado por
X:UCR* - R®
X(u,v) = (cosu,sinu,v),
com U : {(u,v) ER?: 0 < u < 27, —00 < v < o0}
Seja um ponto fixo po = (0,1,0) do cilindro, fazendo a composi¢ao
d*oX = (cosu)’ + (sinu—1)" +v”

= costu+sin®u —2sinu + 1 + v?

= 2—2sinu+ v
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nota-se que d* o X € diferencidvel para qualquer (u,v) € U e em particular, em X '(p)

para p um ponto qualquer do cilindro.

Proposicao 1.6. A definicao de funcao diferencidvel independe da escolha da parametriza-

€ao.

Demonstracao. Sejam

X, iU CR*—> S
Xy: Uy CR*— S
duas parametrizacoes de S.

Seja f : S — R diferenciavel em p € X;(U;) N Xo(Us) = W, em relagdo a X;. Entdo
f o X é diferenciavel em X, '(p) € X~ Y\(W)NUy,.

Mas pela proposicio 1.5, h = X; o X5 : X5 H(W) — X1 (W) também ¢ diferenciavel,
logo a composta fo Xjoh = foX;0X 'oX, = foX,é diferenciavel em X,'(p) €
X;H (W) C Us. O

[

\
Y

&

K-\(’L_\_‘
\
L3
}(1'10}(2=h .

L .

Figura 8: A aplicacao diferenciavel f independe da parametrizagao de S.
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1.3.2 Funcoes diferenciaveis entre superficies

Definicao 1.5. Seja o : Vi C S7 — Sy, com Sy e Sy superficies requlares e Vi conjunto

aberto de S1. Dizemos que ¢ é diferenciavel em p € Vi se dada duas parametrizagoes
X :U C R2 — Sl

XQZUQQRZ—)SQ

com p € X,(U1), e o(p) C Xo(Us), temos que ¢ : Xy oo Xy : Uy — Uy € diferencidvel
em X1'(p).

i
e
51

@ ﬁz}{z-i'j q:ll:l:}{i Uz

Figura 9: A aplicacio ¢ ¢é diferencidvel em p se  é diferenciavel em X; ' (p).




24

Exemplo 1.8. Seja a esfera unitdria R? dada por x? + y* + 2% = 1, com parametrizacio

X1, onde x = sinf cos @, y = sinfsiny, z = cosl e Uy = (0,7) x (0,27).

Vamos definir a sequinte funcao
a:R* — R?
alz,y,z) = (ax,by,cz),

. . L. 2 2
ou seja, os pontos da esfera sao levados em pontos sobre o elipsdide dado por Zy + % +

22

% =1, com parametrizagio Xo, onde x = asinfcosp, y = bsinfsiny, 2 = ccost e

Us = (0,7) x (0, 27).

Entio fazendo a composicio a(0,¢) = Xo toao X (0, ¢) = Xa o Xo(0,¢0) = (0, ),

logo a € diferencidvel.

Proposicao 1.7. A definicao de diferenciabilidade entre superficies requlares independe

da escolha da parametrizacao.

Demonstracao. Sejam Sy, Sy superficies regulares e ¢ : 57 — S5 uma aplicacao diferen-

ciavel em um ponto p de S; de acordo com as parametrizacoes X; de S; e Y; de Ss.

Suponha que X», Y5 sejam outras parametrizacoes de Sp, Sy respectivamente. Vamos

mostrar que, de acordo com estas parametrizagoes, ¢ também ¢é diferencidvel em p.

De fato, observe que Y, opo Xy =Y, ' oYioY topo X0 X o Xy =hyoY o
woX;ohit.

Como hi', hy e Y ! oo X sdo diferenciaveis, sua composicdo também o é. Logo,
Y, ' o pX, & diferenciavel em X, '(p), donde ¢ é diferenciavel em p com relacio as

parametrizacoes X, e Y.
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I e

}(1/‘ \xz ¥, At
Uy Uy 5 Ly

H, =Yy oo Ha Hz:

> _ —

Figura 10: A aplicacao diferenciavel ¢ independe da parametrizacao.

1.4 Plano Tangente e diferencial de uma aplicacao

Como haviamos mencionado anteriormente a condicao (iii) da defini¢do de superficie
regular nos garante a existéncia de um plano tangente em p € S. Nessa se¢ao mostraremos
que para cada ponto p € S, o conjunto de vetores tangentes as curvas parametrizadas de

S passando por p, constituem um plano, que denotaremos por 71),S.
Vamos analisar o que acorre com as curvas sobre superficies. Sejam,
Entendemos por vetor tangente a S em um ponto p € S, o vetor tangente 7'(0) de
uma curva parametrizada vy : (—e, €) — S, com v(0) = p.
e X :U CR?— S, uma parametrizacao de S
e a:(—€¢) — U, curvaem U
e v:(—¢€6) — S, curva em S passando por p, onde v = X o «
Se X é uma parametrizacao de S e a é curva U tal que v = oq, entao esse vetor 7/(0)
é dado por:
7(0) = Xoa0)
d
Y(0) = dX(a(0))a'(0) = — (X o a)(0).

dt

Portanto, a derivada d X g mapeia os vetores velocidade de curvas passando por «(0) =
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g em vetores velocidade das suas respectivas imagens em p = X(q), vejamos a figura a

seguir:

Y=Hott

Figura 11: O vetor 7/(0) é tangente a curva v no ponto p = (0).

Definicao 1.6. O plano tangente a uma superficie reqular S em p € o conjunto de vetores

velocidade das curvas em S passando por p, com p € S, denotado por T,S.

Proposicao 1.8. Seja uma parametrizacio X : U C R?> — S de uma superficie reqular

S em p, tal que X(q) = p. Entao o conjunto de vetores tangentes a S em p é o subespago
vetorial T,S = dX q(R*) C R® de dimensao 2.
Demonstragdo. Primeiramente vamos mostrar que 7,5 = dX¢(R?) C R3.

Seja w € 1,5, logo existe uma curva v : (—e, ) = 5, com y(0) = p e 7/(0) = w. Por
defini¢do também temos uma curva a : (—e€,¢) — U, com a(0) = ¢q e o/(0) = v, tal que

vy=Xoa.
Temos

10) = Xoa(0)

7(0) = %(X 0 @)(0) = dXa()'(0)

= dXq(v) € dX,(R?).

Portanto, T,S C dXq(R?) C R

Por outro lado seja w = dX¢q(v), a(t) = vt + g em U, com t € (—¢,€), a(0) =g e



a/(0) = v. Considere v = X o a(t), entao
7(0) = Xoa(0) = X((0)) = X(q) = p
7(0) = dX(a(0))(a'(0)) = dXq(v) =w € T,S.
Portanto, dX¢(R?) C T,,S. Logo T,,S = dXq(R?) C R?.
Precisamos mostrar agora que 7,5 ¢ um espaco vetorial.

Sejam Wy e Wy vetores de 7,5, entao

Mmoo (—6e =5 7(0) = p, 7(0) = w
2 ot (=66 =S5 12(0) = p, 75(0) = wy
a; : (—€€) = U; dXq(a4(0)) = w
T2 o (—€€) =5 dXq(a5(0)) = wy
Como X é um homeomorfismo temos que X (q) = p.
Seja uma curva ®(t) = ¢+ t(a(0) + a5(0)) em U, com t € (—n,n) e n > 0.
Consideramos a curva em S
B:(=nmn)—S
B(t) = X o (1)
Entao,
B(0) = ®(0) = X(2(0)) = X(q) =p
B(0) = dX(2(0))(2'(0))
= dXq(®'(0))
= dXq(a1(0) + a5(0))
= dXq(a1(0)) + dXq(a3(0))
= w; +wsy € TpS

Seja a curva ®(t) = ¢ + tAa/(0) em U, com t € (—n,7n), e consideramos a curva

B:(-nmn) —S
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B(t) = X 0 0(t)
Entao,

B0) = Xo®(0)=X(2(0)=X(qg)=p
B'(0) = dX(2(0))(2'(0))
= dXq(\/(0)) = AW, € T8

Logo 7,5 é um espaco vetorial.

Como S é uma superficie regular, a condicao (iii) da defini¢dol.1 nos diz que dXgq é

injetiva, logo ker(dX¢) = 0. Logo, 7,5 tem dimensao 2. [

Uma equacao paramétrica de um plano tangente a S em um ponto py = (o, Yo, 20)
¢ dada por (x,y,2) = (xo, Y0, 20) + 7Xu(po) + sXu(po), com r,s € R. O plano fica bem
definido pela juncao de um de seus pontos a dois vetores linearmente independentes. E
a escolha de uma parametrizagdo X determina uma base {X,(p), X,(p)} para o plano

tangente, chamada de base coordenada a X. No entanto, 7,5 nao depende da escolha de
X.

Exemplo 1.9. Sabemos pela proposicao 1.1, que se a é um valor reqular de uma func¢ao
0 :V CR®— R diferencidvel entao f~1(a) é o grifico de uma superficie reqular. Entdo
vamos escrever a equagdo do plano tangente a f~'(a) em um ponto p da superficie. Para

isso precisaremos utilizar o gradiente de de f em p, denotado por V f(p).
Temos que V f(p) € ortogonal a T,f~'(a) em p € f~(a).
Vamos mostrar que T,f~'(a) = ker f'(p).
Seja w € T,f*(a), logo
vi(=ee) = [fHa);  A0)=p  A0)=w
t = ()
fov:(—e¢e) = R

Portanto, w € ker f'(p) e T,f ' (a) C ker f'(p).
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Seja agora w € ker f'(p), logo f'(p)(w) = 0.

Vamos supor sem perda de generalidade que % # 0, entao existe uma funcao

d:UCR?> —» R.
(z,y) — @(z,y),

tal que, localmente a superficie seja o grdafico de ®. Defina a parametrizacao local

X:UCR?> —» R?
(r,y) — (z,y,P(z,y))

e
R — R?
(,y,2) = (,9)
Seja p = (o0, Yo, 20) € w = (w1, wa,ws3), logo w(w) : (wy,ws).
Sejam as curvas
a:(—ee) » U
t = (w0, yo) + t(wr, w2) = (wo + twy, yo + tws)

e

B=Xa:(—ee) = fa)
t — (930+tw1,y0+tw27<b(xo+tw1,yo+tw2))

tal que foB(t)=a , Vit e

B0) = (zo,0. P(x0,%0)) =p
0 0P

5,(0) = (w17w2a%('x0ay0)wl+8_y(x0ay0)w2)-

Podemos observar que 3'(0) € T,f~"(a), entio precisamos mostrar que 32 (xo, yo)w; +

9% (20, y0)wa = ws. No entanto, w € kerf'(p), logo w e Vf(p) sio ortogonais, entéo

9y
B af of of
<Vfp,w>=0 = B (p)wy + Iy (p)ws + 5 (p)ws =0
y oy
= W3 = —%wl - ZZ;UJQ.
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~ . L. oD _ 0P 0P
Pelo teorema da fungao implicita 5 = — ; portanto ws = Frwy+ G ws.

Sl
o
I
|

Logo kerf'(p) C T,f *(a).

Portanto, T,f~(a) = ker f'(p). Em outras palavras, T,f~'(a) é formada precisamente

pelos vetores de R® que sao ortogonais a V f(p).

Entao, Yw € T,f (a) temos que w1V f(p), tomando p = (zo,v0,20) ¢ w = (v —

To,Y — Yo, 2 — 20) temos a equagdo de T,f(a) em p dada por

of of of
<V yw>=0= — r—x — — - z—2zy) =0.
f(p) 5 D) w+®@m Yo) + 57 (0)(2 = 20)
Quando provamos a igualdade T,f~(a) = ker f'(p) podemos garantir a reciproca, que
se < Vf(p),w >=0, ou seja, se w satisfaz a sua equagdo g—i(p)(a: —xo) + g—i(p)(y —yo) +
%(p)(z — 29) = 0, entdo necessdriamente w € T,S. Esta equagdo poderia a priori ser
satisfeita por vetores de fora do plano tangente, mas mostrando que T,f~*(a) = ker f'(p)

garantimos que nao.

Como ja definimos plano tangente, podemos falar da diferencial das aplicacoes definidas

na secao 1.3.

Definicao 1.7. Seja uma superficie regular S e uma funcao f :' V C .S — R diferencidvel
em V, a cada p € V associamos uma aplicagao linear dfp : T,5 — R que € chamada a

diferencial de f em p, que definimos:

Seja w, € T,S ey :t € (—e,€) — S uma curva diferencidvel tal que v(0) = p e
v(0) = wy, entdo a curva B = f o~y € diferencidvel e df p(w,) = 5'(0) = L(f 0~)(0), com
p(0) = f(p)-

Definicao 1.8. Sejam Sy e Sy superficies regulares e uma aplicagao ¢ : Vi C S — S

continua e diferencidvel em Vi, a cada p € V| definimos a aplicagao linear
ngP : TpSl — Tw(p)SQ
atuando em um vetor w, € 1,57 da sequinte forma:

Seja v : t € (—e, ) = Sy diferencidvel, com v(0) =p e v'(0) = w,, entdo

@0 om0),

dply) = 8(0) = =

com 3= oy, B(0) = ¢(p)
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As defini¢oes 1.7 e 1.8 sdo analogas, assim a proposicao a seguir serd demonstrada

para um dos casos, o outro pode ser feito usando o mesmo raciocinio.

Proposicao 1.9. A diferencial dp, : T),S1 — T, S2 € linear e nao depende da escolha

da curva que passa por p com vetor tangente w,.

Demonstra¢ao. Seja uma curva v : (—¢,€) — S1, com v(0) = p e f = ¢ o0+, seja também
X, parametrizacao de S; em uma vizinhanca de p e X, uma parametrizacao de Sy em

uma vizinhanca de ¢(p).
Primeiramente vamos mostrar que nao depende da escolha da curva v que passa por
p. Sejam
Mo (60 =R n(0)=p  7(0)=w
7o (60 =R 0(0)=p;  7%(0)=w
iy, (0)(71(0)) = dipp(71(0)) = dipp(w)

dipr,(0) (75(0)) = dipp(75(0)) = digp(w)

Portanto, dy, nao depende da curva v passando por p.

Podemos reescrever 3 = X,0X, 'opoX;0X; oy, mas sabemos que X, ' opoX; =h

¢ a mudanca de parametros, logo 3 = Xyo0ho X o~.

Seja agora a curva a = X; ' o y(t), com t € (—e.€). Entdo

f=Xso0hoa(t)= p(0) = %(XQ o hoa)(0) = dXyuydhe!(0)

Sejam wq,wy € T,S1, A € R e as curvas

N ( )

"2 ( )

a; : (—€€) =T,
(—€€)

Qg
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entao

dep(Awr +wz) = dipy 0 dXi(g) (A (0) 4+ @5(0))
= dXs() 0 dhy(Aa)(0) + a5(0))
= AdX()(dhe(a(0)) + dXo(r) (dhe(a2(0))
= Adipy 0 dXi(g)(@1(0)) + dp 0 dX1q)(a5(0))
= Adpy(wr) + dp(ws).

Portanto a diferencial dy, é linear.
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2 Primeira Forma Fundamental,
Aplicacao Normal e Sequnda
Forma Fundamental

A primeira coisa que um habitante de uma superficie, com alguma curiosidade pela
geometria, talvez queira saber, é como medir a distancia entre dois pontos da superficie.
Logo, na se¢ao 2.1 iremos apresentar a primeira forma fundamental, permitindo o célculo

de medidas sobre a superficie sem fazer mencao ao espaco ambiente onde esté a superficie.

Assim como a taxa de variagao do vetor tangente a uma curva mede o quao essa curva
deixa de ser reta, na secao 2.1 estenderemos essa idéia para superficies regulares, isto €,
tentaremos medir o quao rapidamente uma superficie S deixa de ser plana, introduzindo

entao a aplicacao normal de Gauss.

Na secao 2.3 apresentaremos a segunda forma fundamental, uma forma quadratica

que esta relacionada com a aplicagao normal de Gauss.

2.1 Primeira Forma Fundamental

Até aqui, estudamos as superficies regulares do ponto de vista da diferenciabilidade.
Nessa secao apresentaremos a primeira forma quadratica, denominada primeira forma fun-
damental, que nos permite efetuar alguns calculos geométricos, tais como o comprimento

de arcos, angulos entre curvas e areas de regioes na superficie.

Definicao 2.1. Seja S uma superficie reqular e T,,S o plano tangente a S no ponto p. A

forma quadrdtica I, definida por:

I,: 17, - R

w — L(w)=<w,w>,=||lw|]*>0

¢ chamada de primeira forma fundamental.
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Como podemos observar, a primeira forma fundamental ¢ basicamente o produto
interno usual do R? restrito aos vetores tangentes a S.

Vamos agora expressar a primeira forma fundamental na base {X,, X, } associada a

parametrizacao X (u,v) em p.
Seja o vetor w € 7,5, facamos uma curva v tal que y(0) =p e v'(0) =w e
B:(—e€e) — UCR?
t = B(t) = (u(t),v(t))
dada por B = X! o+, tal que 3(0) = ¢, com X(q) = p.

Notemos ainda que Vi € (—e,€) teremos ~'(t) = X'(8(t))5'(t) = X.(B(t)u'(t) +
X, (B(0))(1), onde B(t) = (u!(£), /().

Assim,
L(w) = <w,w>,=<7(0),7(0) > q

= < X,(8(0))u'(0) + X, (B(0))v'(0), Xu(8(0))u'(0) + X, (8(0))v'(0) >,
= < X,, X, >pu'2 +2< Xy, Xy > 0V + < Xy, X, > 07

Vamos denotar £ =< X,,, X, >, FF =< X, X, > e G =< X, X, >, que chamaremos

de coeficientes da primeira forma fundamental.

Vejamos agora alguns exemplos.

Exemplo 2.1. O plano w que passa por um dado ponto p e tem a direcdo dos vetores wi =

(a,b,c) ewy = (d, e, f) unitdrios e ortogonais € parametrizado por X (u,v) = pt+uw;+vws.

Logo, X, = wy e X, = wy. Assim

EF = <X, X,>=<w,w >=1
F = <X, X, >=<w,wy; >=0
G = <X, X, >=< wy,wy >=1

Exemplo 2.2. Seja um cilindro vertical, parametrizado por X (u,v) = (cosu,sinu,v),

com U ={(u,v) € R*: 0 < u <21, —00 < v < 00}
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Logo, X,, = (—sinwu,cosu,0) e X, = (0,0,1). Assim

E = <X, X,>=sinu+cos’u=1
F = <X, ,X,>=0
G = <X, X,>=1

Exemplo 2.3. A esfera S parametrizada em coordenadas esféricas € dada por
X(0,¢) = (rsinf cos p, rsinfsin p, r cos ),

com0<f0<mel<p<2m.
Logo, Xy = (rcosfcosg,rcosfsing, —rsinf) e X, = (—rsinfsing, rsinf cos g, 0).

Assim

E = < Xy, Xg>=r1?
F = <Xy, X,>=0

G = <X, X,>= r?sin? 6

Agora que conhecemos a primeira forma fundamental podemos estudar questoes ge-
ométricas sobre uma superficie regular, como haviamos citado anteriormente. Vejamos

entao como calcular comprimentos de arcos, angulos e dreas em S.

O comprimento de arco de uma curva v definida em um intervalo é dado por:
b
L) = [ Il

Vamos considerar uma superficie regular S e uma parametrizacao X : U — S, com

U C R2. E sejam as curvas

tal que y(t) = X o a(t) = X (u(t),v(t)), entao +'(t) = X, u'(t) + X,v'(¢)

Entao

V@I = V<), () >
= V5o ®)
= V<X Xy > ()2 4+2< Xy, X, > /()0 ()+ < Xy, Xy, > (v/(1))2
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Usando os coeficientes da primeira forma fundamental temos:

V' @] = VE@ () + Fu'(t)o'(t) + G/ (1)

Entao,

b
_ / VE@®)? + Fa@)v(0) + G(0))2dt.

Exemplo 2.4. Seja a esfera S de raio r dada no exemplo anterior. Temos os sequintes
coeficientes da primeira forma fundamental E = r>,F = 0 e G = r%sin®f. Entdo o

comprimento de arco de uma curva contida na esfera é

b
Lo = [ VEOOF + 2P0 + Gl o)
_ / VIO () + 2 sin? 0 (1) .

Vamos fizar 0 = % e e variar ¢ =t, com t € (0,2m), entdo 0'(t) =0 e p(t) = 1.

2
/ N/TQSIH /dt—rt| =27r

que € o comprimento do equador de S.

Logo,

Exemplo 2.5. Seja o cilindro vertical, parametrizado por X (u,v) = (r cosu, rsinu, v) que
vimos no exemplo 2.2. Temos os sequintes coeficientes da primeira forma fundamental:

E=r, F=0eG=1.

Vamos considerar a curva ~y(t) contida no cilindro, com u(t) =t, 0 < t < 2w e

v(t) = vy fizo, dessa forma teremos uma circunferéncia contida no cilindro.

Sejav(t) =0 eu(t) =t, 0 <t <2m, entdo o comprimento de arco é

/% \/Eu + Gu/ () (t) + Fv'(t)’dt,

mas u'(t) =1 e v'(t) =0 entdo

27
L(v) = Vr2dt = rt|2" = 2nr
0

No caso anterior a varidvel v era fira e a u vartava, no entanto podemos tomar
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u(t) =g firo ev(t) =t, coma <t <beabecR. Assim, u'(t) =0 ev'(t) =1, entdo

L(y):/b\/@dt:/bdt:tﬁ:(b—a)

a

que € o comprimento de um segmento vertical contido no cilindro.

Nos exemplos 2.1 e 2.2 podemos perceber que os coeficientes da primeira forma funda-
mental sao os mesmos no plano e no cilindro de raio unitario. Isso nao é mera coincidén-
cia, esse assunto serd tratado na secao 4.1. Vamos dar agora apenas uma justificativa

geométrica para isso.

Seja uma folha de papel plana, por exemplo, se enrolarmos a folha teremos um cilindro,
de modo 6bvio, sem deformacoes. Se tracarmos uma curva na folha plana, depois de
enrolada, torna-se uma curva no cilindro e como nao houve deformagoes, o comprimento

de ambas as curvas coincidem.

Com efeito, a transformagao geométrica do plano no cilindro que referimos acima é

um difeomorfismo especial, como veremos na secao 4.1.

Figura 12: Curva no plano transformada numa curva no cilindro.

Vejamos agora como medir angulos entre curvas em uma superficie.

Seja S uma superficie regular e X uma parametrizacao de S.

Sejam () = X oy e 7o(t) = X o ap curvas em S que se interceptam em um ponto
t = ty, no ponto p = X(q) = 71(to) = 7a(to).

O angulo 0 entre curvas em p, é definido como o angulo 8 entre 0 e m formado pelos

vetores 1 (to) e Y2(to), ou seja, é o angulo entre 0 e 7 tal que:

<71 (to), 12 (to) >

cosf =
|71 (o) [ 1[72(to)]]

Agora vamos reescrever a definicdo acima usando os coeficientes da primeira forma

fudamental.
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Temos
a1 (t) = (ui(t), vi(t))a(t) = (ua(t), va(t)),
Y(to) = Xuui(to) + Xovy(to)
Ya(to) = Xuuy(to) + Xovh(to)
entao

<Y (to), 7a(to) > = < Xy, X > u)(to)ub(to)+ < Xu, Xp > (u)(to)vy(to) + v (to)us(te))+ < Xy, X
= Euj(to)uy(to) + F(u)(to)vy(te) + v (to)us(te)) + Gui(to)vy(to).

Temos ainda que

Vi)l = V< i(t), ¥i(to) >
= /< Xy, Xy > (ur(to))? + 2 < Xu, Xy > ) (to)V) (t)+ < Xy, Xy > (V] (t0))2
= VE(W(t0))? + 2Fu) (to)v) (to) + G (v} (to))?

()l = /< Y4(to), V4(to) >
=V X2(uh(t0))? + 2Xu Xyuh(to)vh(to) + X2 (vh(to))?
=V E(uj(to))? + 2Fub(to)vh(to) + G(vh(to))>.

Obtemos assim o angulo #, por comodidade vamos omitir o ponto de aplicacao ¢y da
formula abaixo,
Eujul + F(ujvh + viuy) + Guivs

6 = arccos
V(EW})? + 2Fubv] + G(v])?)(E(uh)? + 2Fuyvh + G(vh)?)

Exemplo 2.6. Dada uma superficie reqular S e uma parametrizacio X de S em uma

vizinhanca do ponto p € S passando por p, tais que seus vetores tangentes sao X, e X,.

Entao 0 fica definido por:

< Xy, Xy > F
6 = arccos ———— = arccos

[ X[ 1] VEG

Uma outra questao métrica que podemos tratar com a primeira forma fundamental é
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a definicao de area de uma regiao limitada de uma superficie regular S.

Seja S uma superficie regular, X : U C R? — S uma parametrizacio de S e R C S
uma regiao limitada de S, de forma que, R é a imagem por X de uma regiao ) C U

limitada.

Vamos considerar uma particao P que divide () em um ntmero finito de regioes Q;; e

consequentemente teremos um nimero finito de R;; particoes de R. Entao X(Q;;) = R;j.

Temos que:

Au; = u; —ui

AUJ' = Vj —Vj

Agora vamos aproximar a area da regiao X ((Q);;) pela area do paralelogramo em 7,5,

onde P = (ui—h Uj_1>.

Os vetores wy e we em T},5, sao imagens dos lados dos retangulos Q;;, tal que
wp = A’U,ZXu
Wy = A’U]'XU

A area do paralelogramo gerado por w; e wy é:

Aij = ||U}1 X ’LU2|| = ||AUZXU X AUijH = AUZA’U]HXU X XUH

Rij=x(0y)

Ri=X(Qy)

Figura 13: A area R;; é aproximada pela area do paralelogramo 7,5 com lados w; e ws.

A 4rea da superficie serd dada quando o nimero de particoes ();; tenderem a infinito,
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ou seja, quando a norma das particoes tenderem a zero.

Logo,

A = 1 Ajs
|Pl|130 Z J

= lim Z A Avg| | Xy, x X, ||
cP

- // dudv|[ X, x X,

onde |P| = sup{Aw;Av; : R;; € P}

Podemos mostrar que a area de regioes contidas em S é independente da parametriza-
¢ao X, mas para isso precisamos utilizar o seguinte teorema de mudanca de variaveis para

integrais multiplas, cuja demonstracao nao sera feita neste trabalho.

Teorema 2.1. Seja f uma aplicacao integrdvel sobre Q,sendo () uma regido fechada e
limitada do plano wv. Seja Q uma regigo fechada e limitada do plano 4o e uma aplicacdo
h:Q— Q. Seh for uma bijegao com deriwadas parciais continuas em Q e se % nao
se anula em Q, entao

é/f(u,v) dudv/Q/f(u(a,@),v(a,@))gg:g

O(u,v)

a(u,v)

Temos que ’ ¢ a matriz jacobiana da mudanca de pardmetros h = X ' o X, com

h:Q — Q.

Assim, usando o teorema 2.1 temos
/ ||)~(a><)~(q;||dﬂdf) = //||X ><X||‘—‘d dv
Q
= / [| Xy x X,|| dudv.

Entao a integral envolvida para calcular area de regioes contidas numa superficie

independe da parametrizacao.

Definicao 2.2. Seja R C S uma regiao limitada de uma superficie regular, contida em

uma vizinhanca coordenada de uma parametrizacio X : U C R? — S.
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O ndmero positivo dado por
A = [ [ 1 x X, duas
com X (Q) = R, é chamado area de R.

Agora que definimos a area de R, podemos escrevé-la usando os coeficientes da

primeira forma fundamental. Primeiramente podemos notar que

|1 X X Xo || = [[Xul[[[ X || sin(u, v)

< Xu, Xy >= || Xu|||| Xy || cos(u, v).

Entao,
X0 X X [P+ < Xuy Xy >7 = [| X[ X7 sin? (u, v) + [| X |[[] X5 || cos®(u, v)
= |IXulPlI Xl
Assim,
||Xu X Xv” = \/||XU||2||XU||2_ < Xy, Xy >2 = \/EG - F
Logo,

:/ VEG — F?2dudv.

Exemplo 2.7. Seja S uma esfera de raio r dada por X (0, p) = (rsinf cos ¢, rsin 0 sin ¢, r cos ),
com (<0 <mel<p<2m.

Vamos calcular a drea total da esfera:

AR) = / /mdﬁdgp

2
= / / r?sin @ df dyo
= / / sin @ df) dp

—cos7r+cos0) dp

[e=]

= 4712,

c\wc\

Exemplo 2.8. Seja T? um toro dado por X (0, ) = ((a+r cos ) cos ¢, (a+r cos ) sin p, rsin6),
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ondeU ={(0,p) € R*: 0 < 0 < 2m,0 < ¢ < 2r}. Vamos calcular a drea dessa superficie.

Primeiramente vamos calcular os coeficientes da primeira forma fundamental:

Xg = (—rsinfcosy, —rsinfsinp,rcosb)

X, = (—(a+rcos)sing, (a+rcosh)cosyp,0).

Logo
E =< Xy, Xy > = r?sin®6cos® ¢ + r*sin® 0sin® ¢ + r* cos? §
= 7r*sin*0(cos® ¢ + sin® p) + r* cos® 0
= ’["2
F=<Xyp,X,> = r(a+rcos)sinf cospsing — r(a+ rcosf)sinfsin ¢ cos ¢
=0
G=<X,X,> = (a+rcosh)’sin®p+ (a+rcosfh)’cos®

= (a+rcosf)?.

Portanto, vV EG — F? = \/r2(a +7cosf)® = r(a+rcosh).

Entao a drea do toro é

27 2
A(R) = / / r(a + rcos 0)dfdy

= / (/ (a + rcos 9)d9) dp
0 0
27 2 2m
= r/ (/ ad@—i—/ COS@dQ) dy
0 0 0

2
— r/ (alg + sin0[37) dep
0

2m
= r / a2mdy
0

= 2mar(¢lg")

= 4rx’ar.

2.2 Aplicacao Normal de Gauss

Comecaremos essa secao discutindo em que sentido e quando ¢é possivel orientar uma

superficie regular.
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Temos que {X,, X, } formam uma base para o plano tangente 7,5. Entao para todo

ponto p € X(U) C S, podemos encontrar um vetor normal unitario a 7,5, dado por:

X, X X,

N(p) = =22 v
P) = R

Definicao 2.3. Seja S uma superficie reqular, V- C S um conjunto aberto. Chamamos a

aplicacio N : V C S — R? de campo diferencial de vetores normais.

Definicao 2.4. Uma superficie S € dita orientdvel se existe um campo de vetores unitdrios

definidos em toda a superficie. Ou seja, existe uma aplicacao diferencidvel e continua

N:S — §°
p — N(p), Ypes

Definicao 2.5. A aplicacao normal de Gauss ¢ a aplicacio N : S — $? C R? dada

localmente por N(p) = %, onde 8% € a esfera unitdria.
u v

A aplicacao normal de Gauss une todos os vetores normais unitarios a superficie S,
fazendo com que tenham a mesma origem, formando um subconjunto da esfera unitaria,

como mostra a figura a seguir.

F

v\\ [ pw' LN p)

X

>y

Figura 14: Aplicagdo normal de Gauss.

O vetor N(p) é normal a T,S em p e a Ty, S?, ou seja 1,5 e Ty, S? sdo paralelos,

logo podem ser identificados como os mesmos espacgos vetoriais.
Vamos estudar agora a variacao de IV, ou seja, a derivada de N.

Como T,S e Ty()S? sao paralelos, entdo a derivada de aplicacdo normal dN(p) :
T,S — Ty S? pode ser vista como uma aplicagdo linear em 7,S. E age sobre a superficie

da seguinte forma:
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Seja v : (—€,€) = S, com v(0) = p e consideramos a curva parametrizada N o y(t) =
N(t), equivale a restringir o campo vetorial N a curva ~y(t), formando assim um curva em

S?% dada pelos extremos dos vetores N (t).
Temos que N(t) = N o~(t), entdo o vetor tangente a N(t) em N(p) é dado por:
N'(t) = dNyoo/(1)

N'(0) = dN,~'(0),

mede a taxa de variagdo do vetor normal N restrita a curva (t), medindo o quanto a

superficie se afasta do plano tangente 7,5, em um vizinhanca de p € S.

Figura 15: A aplicacdo dN(p) mede a variacao de N(p).

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.9. Seja m um plano com a sequinte parametrizacao, ax + by + cz +d = 0,
sabemos que o vetor (a,b,c) é um vetor normal ao plano w, logo o vetor normal unitdrio

ao plano em p € dado por:

_ (a,b,c) (a,b,c)
MO =Tanal = Verere

que € o mesmo vetor para todo p € S. Portanto dN(p) =0, Vp € S.
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Mipil=...=Mip,)

Figura 16: No plano o vetor N(p) é constante para todo ponto p, logo dN, =0 .

Exemplo 2.10. Seja $? uma esfera de raio v dada por {(z,y, z) € R? : 22 +y>+2% = r?}.
Vamos considerar apenas a parametrizagio do hemisfério norte da esfera, X(u,v) =
(u,v,7/1% — (U2 +v2)), com (u,v) €U e U = {(u,v) € R?* : u* +v* < r?}.

Temos que Xu = (1, 07 m) € Xv = (O, 1, m) .

O vetor normal unitdrio é

N X, X X, (u v r2—(u2+v2)>
’]"7/"" *

X x X[ r

Seja p = (z,y) € X(U), entao N(%,%,2). Esse resultado também € vdlido para todo
p € $2.

Vamos considerar a curva v em $? dada por v(t) = (z(t),y(t), 2(t)), com v(0) =p e
7(0) = w.

Restrito a curva v temos que

1
N(v() = N(t) = —(x(t), y(t), 2(1))
1
dN(7'(0)) = dN(w)= N'(0) = ;(w), VpesS, weT,S.

No entanto, para cobrir a esfera precisamos das outras cinco parametrizagoes, que

obteremos o mesmo resultado.
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Exemplo 2.11. Seja um cilindro dado por {(z,y,z) € R® : 2*> + y?> = 1}. Temos a
sequinte parametrizacao do cilindro: X (u,v) = cosu,sinu,v, onde U = {(u,v) € R* :

0<u<2m—o00<v<oo}. Logo,

X, = (—sinu,cosu,0)

X, = (0,0,1).

Fazendo os devidos cdculos, obtemos N = (cosu,sinu,0), ou seja, N = (z,y,0).

Considerando uma curva qualquer no cilindro, v(t) = (xz(t),y(t), z(t)), temos que
Y (t) = (2'(t),y'(t), 2 (t)). Se restringirmos o vetor normal N(t) = (z(t),y(t),0) temos
AN (y'(t)) = N'(t) = («(t), (1), 0).

Se a curva v for uma reta no cilindro paralela ao eixo Oz, teremos que o vetor wy

tangente a curva também serd paralelo ao eizo Oz, logo dN (w,) = 0.
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Mip] N

Figura 18: Se a curva «y é paralela ao eixo Oz o vetor N(p) é constante para todo ponto
p € 7, logo dN, = 0.

Agora se a curva v for paralela ao plano xy, teremos o vetor wo tangenle a curva,
onde dN,(ws) = ws.

Nip) Moy [t}=M(t)
e

MIp)=...=Nlp,]

YrYry

Mip,)

Figura 19: Se a curva 7 é paralela ao eixo zy, dN,(wz) = ws .

Vamos usar a seguinte notacao, se w € 7,5 e {X,,, X,,} é uma base de 7,5, entdo w

pode ser escrito como combinagao linear dos vetores da base

w=w"X, +w'X,, w", w’ € R

dN,(w) = dNp(w" X, + w'X,) = w'dNy(X,) + w'dN,(X,) = w'N, + w’N,.

Proposicao 2.1. A diferencial dN, : T,S — 1,5 da aplicacio normal de Gauss é uma

aplicacao linear auto-adjunta.

Demonstragao. Seja S uma superficie regular com X (u,v) uma parametrizagdo de S em

p-
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Ja sabemos pela proposicao 1.9 que dNN, é linear, entao temos apenas que mostrar

que dN, é auto-adjunta.

Temos que {X,, X,} a base associada a T),S e sejam w; e wy vetores de 1,5 que

também formam uma base {wy, wy} para T,,S. Teremos que mostrar que

< dNy(wy), wy >=< wy, dNy(ws) > .

Mas

wy = wiX, +wiX,, wi,w; € R

wy = wyX, +wyX,, wy,wy € R
combinagao linear dos vetores da base. E

dNy(w) = wiN,+ wiN,
dNy(we) = wyNy, + wiN,,

entao temos

< dNp(wy),wy > = < dNp(wy),ws X, +wsX, >
= wy < dN,(wy), Xy, > +wy < dNy(w), X, >
= wy < wiN, + wiN,, X, > +w) < wiN, + wiN,, X, >
= wywi < Ny, X, > twiw] < Ny, X, > Fwyw) < N, X, >

+ wyw] < N,, X, >

< dNp(we),wy > = < dNp(wg),wiX, +wiX, >
= wi <wyN, +wyN,, X, > +w] < wyN,, + wy N, X, >
= wiwy < Ny, X, > twiwy < N, X,, > +wjwy < Ny, X, >
+ wjwy; < N,, X, >

Para que < dN,(wy), ws >=< dN,(ws), w; >, pelas expressdes acima temos que

< Ny, Xy >=< N, X, > .

Sabemos que N é ortogonal a X, e X, entao < N, X, >= 0e < N, X, >= 0,
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derivando
0
0 <N, X, >=< N, X, >+ <N, X,, >=0
u
(S
0
Er < N, X, >>=< N, X, >+ <N, Xy, >=0.
v

Mas < N, X,,, >=< N, X,, >, entao < N,, X, >=< N,, X, >.

Entao dN, é uma aplicacao auto-adjunta. 0

Agora que provamos que a diferencial dNp = T,,S — 1,5 é auto-adjunta, podemos as-
sociar a ela uma forma bilinear simétrica, ou seja B : 1,5 xT,S — R, dada porB(u,v) =<
dN,(u),w > e assim associar uma forma quadratica, nesse caso @ : 7,5 — R dada por
Q(v) = B(v,v) =< dNp(v),v >.

2.3 Segunda Forma Fundamental

Nesta secao vamos definir a segunda forma fundamental sob um aspecto algébrico, e

no préximo capitulo veremos uma interpretagao geométrica.

Definicao 2.6. A forma quadrdtica 11,, definida em T,S por 11, = — < dNp(v),v > €

chamada a segunda forma fundamental de S em p.

Podemos observar que na definicao da segunda forma fundamental utilizamos a forma

quadratica —() apenas por convenc¢ao, veremos o porqué mais adiante.

A partir de agora vamos considerar que todas as parametrizacoes X : U C R? — S
sao compativeis com a orientacao de S, ou seja, em X(U), N = %
u v

Vamos calcular a segunda forma fundamental em um vetor 7/(¢) em 7,,S.

Sejam X (u, v) uma parametriza¢o de p € S e y(t) = X (u(t), v(t)) uma curva parametrizada
em S, com y(0) = p. Para simplificar a notacao, convencionaremos que todas as funcoes

que aparecem abaixo indicam seus valores no ponto p.

Temos que v = X, u' + X 0" e

N(t) = N(y(t)) = N(u(t),v(t))
AdN(®) = N'(u(t),v'(t)) = Nyu' + Ny’
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Mas N,, N, € T,,S entao

N, = anX,+anX,
N, = apX, + axnX,

portanto

AN(7) = (a1 Xy + anX,)u' + (a12Xy, + a20X,)v’
= Xyu(antu' + a12v') + Xy (anu' + axnv')

o an a2 o/
v Qo1  A22 v

Isso mostra que na base {X,, X, }, dN é dada pela matriz (a;;), ¢,j = 1,2, chamada

isto é,

de matriz de Weingarten.

Note que esta matriz ndo é necessariamente simétrica, a nao ser que {X,, X, } seja

uma base ortonormal.

Por outro lado, a expressao da segunda forma fundamental na base {X,, X,,} é dada

por

IL,(y) = — <dNp('),v >
= — < Nu + N, X u + X0 >
= —(u? < Ny, X, > +uv < Ny, X, > 40 < Ny, X, > +0° < N, X, >).

No entanto, < N,, X, >=< N,, X,, >, entao

I1,(v) = —(u* < Ny, Xy > +2u'v' < N, X, > +0° < N,, X, >).

p

Vamos denotar

—e = < N, X, >,
—f = <N,X, >,
—f = <N, X, >,
—g = <Ny, Xy >,
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que chamaremos de coeficientes da segunda forma fundamental.

Entao temos a seguinte expressao:

IL,(Y) = eu'” 4+ 2fuv' + gv”

Vamos obter agora os valores de a;; em termos dos coeficientes da primeira e da

segunda forma fundamental.

—e = < N, X,>=<anX,+anX,, Xy >=a11 < Xy, X, > +a0 < X, X, >
—f = <N, X, >=<anX,+anX,, X, >=a < X, X, > +as < X, X, >
—f = <N, X, >=< a1 X, + a20X,, X, >= a2 < Xy, Xy > +asn < X,, X, >
—g = < Ny, Xy >=< a1 Xy + a2X,, Xy >= a1 < Xy, Xy > +a < X, X, >

Substituindo os coeficientes da primeira forma fundamental nas expressoes acima

obtemos:

—e = anF +auF
—f = anlF +anG
—f = ank +ankt
—g = anF + anG

As relagoes acima podem ser expressas em forma matricial:
e f ajx az E F
f g aiz2 Q22 F G

ann agp \ e f E F
a1z Ao a f g F G

-1
E F 1 G —F
F G EG-F2\ _p E )’

logo,

No entanto,
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entao podemos calcular aq1,a21,a12 € a9o:

fF —eG gF — fG eF — fE  fF—gE

MTEpG-r T EG-r T EG-F T EG-P

Para efeito de futuros calculos, o procedimento para encontrar os coeficientes da se-

gunda forma fundamental serd o seguinte:

Temos que < N, X, >=< N, X,, >= 0, entao

§<N,Xu> = <N, Xy>+<N, Xy >=0
u
§<N,XU> = <N, X, >+ <N, X,, >=0
(v
§<N,Xu> = <N, X,>+ <N, Xy, >=0.
v

Das equacoes acima temos que:

e < N, X, >=—< N, Xy, >
e <N, X,>=—<N,X,, >

o < N, X, >=— <N, Xy >.

Logo podemos escrever os coeficientes da segunda forma fundamental da seguinte

forma:
Xy x X 1
€ = <N7qu >= <#7 uu>:—<XuXX’U7qu>
|| X x Xo| || X % X
det (X, X, Xoa)
- VEG-F?
Xy x X 1
f = <N7Xuv >= <#7 uv> :—<XUXXU7X’U/U>
|| X x Xo| || X X X
B det (Xu, Xo, Xuv)
 VEG-F?
X, X X, 1
g = <N7XU7J >= <—7 UU>:—<XU><X’U)X’UU>
|| X X X || Xu X X

det (Xu, Xy, Xow)
VEG — F2

Utilizamos a notacao < X, X X, Xy, >= det(Xy, Xy, Xuw), < Xu X Xy, Xyp >=
det(qu Xv7 Xuv) e< XuXXm va >= det(Xua XU7 va)7 onde (Xua Xva qu); (Xu> Xm Xuv)
e (X, Xy, Xy) sdo matrizes formadas pelas componentes dos vetores X, X, e Xy, X0, X,

e Xy, Xu,X, e Xy, respectivamente, na base candnica do R?.
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Vejamos um exemplo:

Exemplo 2.12. Seja um cilindro C dado por X(u,v) = (cosu,sinwu,v), com U =

{(u,v) ER*: 0 < u < 2m,—00 < v < 00}.
Vamos calcular os coeficientes da sequnda forma fundamental.

Primeiramente temos que X, = (—sinu, cosu,0) e X, = (0,0, 1), entao

Xuww = (—cosu,—sinu,0)
Xw = (0,0,0)
Xw = (0,0,0).
Logo,
—sinu  cosu 0
det(Xy, Xy, Xuu) = 0 0 1 | = —cos®u—sinu=—1

—cosu —sinu O
det(Xy, Xy, Xuw) = 0
det(X,, Xy, X)) = 0

Portanto, os coeficientes da sequnda forma fundamental sao

et Xo X

VEG — 2
f =0

g = 0.

No préximo capitulo iremos apresentar uma interpretacao geométrica para a segunda

forma fundamental e fazer alguns exemplos.
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3 Curvaturas

3.1 Curvatura Normal

Antes de definirmos curvatura para superficies, vamos analisar a definicao de cur-
vatura de uma curva. Primeiramente vamos definir o que é uma curva parametrizada

pelo comprimento de arco.

Definicao 3.1. Uma curva diferencidvel parametrizada o : I — R3 é chamada regular

se o/ (t) # 0 para todo t € I.

Definigao 3.2. Seja v : (a,b) — R® uma curva parametrizada diferencidvel, ou seja,
para cada t € (a,b) existe um vetor nao nulo v'(t). Diz-se que vy é parametrizado pelo
comprimento de arco se, para cada ty,t; € (a,b), com ty < t1, o comprimento de arco da

curva v de ty a ty € igual a ty —ty. Ou seja,

s(t) = / WOl =t — o,

to

assim || (t)|| = 1, Vt € (a,b).

Se considerarmos v como a posicao de uma particula, entdo v ser parametrizado
pelo comprimento de arco significa que essa particula esta se movendo com velocidade

constante igual a 1.

Seja v : (a,b) — R® uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s, como o
vetor tangente +/(t) é unitario, o modulo da derivada segunda ||7”(s)|| mede a variagao do
angulo que as tangentes vizinhas fazem com a tangente em s. Ou seja, ||7”(s)|| d& uma
medida do quao rapidamente a curva se afasta, em uma vizinhanca de s, da tangente em

S.
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v

Figura 20: Vetores velocidade de uma curva.

Entao vamos definir curvatura de uma curva « em s.

Definigao 3.3. Seja v : (a,b) — R® uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

s € (a,b). O numero ||7"(s)|| = k(s) chama-se curvatura de v em s.

Agora vamos considerar uma curva - parametrizada pelo comprimento de arco contida

em uma superficie regular S, tal que y(s) = p, 7/(s) o vetor tangente a v em p e k(s) =

[|7"(s)|| a curvatura de v em s.

Seja 0 o angulo entre N o 7(s), vetor normal a S em p, e v"(s).

Definicao 3.4. A curvatura normal definida por v em p € S € dada por K, = kcosf,
ou seja K,(v,s) =< N o~v(s),~"(s) >.

Podemos observar que K, ¢ o comprimento da projecao do vetor v”(s) sobre a normal

a superficie em p, com sinal dado pela orientacao N de S em p.
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Figura 21: A curvatura normal .

Como K, d4 a componente do vetor curvatura v”(s) de v segundo a normal N o ~y(s)
a superficie, se esses vetores forem colineares, isto €, se a normal principal & curva v no
instante s tiver a dire¢do normal & superficie em v(s), entdo o valor absoluto de K, ¢

igual a curvatura de 7y nesse ponto.
Vamos agora expressar Kn em termos dos coeficientes da segunda forma fundamental.

Seja v uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s contida em uma super-
ficie S. Podemos notar que 7/(s) pertence a TS e é ortogonal a N(s) = N ov(s), entdo

<7'(s), N o~(s) >= 0, derivando temos
<"(s),Nov(s) >+ <+(s), N oy(s)y(s) > = 0
Kn(r,s) = = <7(), Ny (+(s)) >
En(y,s) = +15(7(s)).

Podemos dizer entdo que a curvatura normal no ponto 7(s) de uma curva regular
contida em S, cuja tangente nesse ponto é o vetor 7/(s), é igual ao valor que obtemos

aplicando a segunda forma fundamental 17, em +'(s).

[sso mostra o porque que usamos o sinal (—) na definigao 2.7.

Teorema 3.1 (Teorema de Meusnier). Todas as curvas que possuem o mesmo vetor

velocidade em p € S, possuem a mesma curvatura normal em p.

Demonstracao. Ja demonstramos na aplicacao acima. Note que a curvatura normal K,



o7

em p € S s6 depende da direcao tangente a curva passando por p. O

O teorema acima nos permite falar em curvatura normal ao longo de uma dada direcao

em p. Vejamos a seguinte definicdo:

Definicao 3.5. Uma secao normal C, a uma superficie S determinada por v € T,S € a

curva de intersegao de S com o plano P, gerado por v e N(p).

\

H(p)

w

U

Figura 22: Secao normal C, a uma superficie S.

Em uma vizinhanc¢a de p, uma secao normal de S em p é uma curva regular plana em
S, cujo vetor normal em p é +=N(p) ou zero, portanto a sua curvatura é igual ao valor
absoluto da curvatura normal segundo v em p. Além disso, o sinal de K,, muda conforme
a concavidade da superficie no ponto, ou seja, se a concavidade aponta no sentido de N(p)

entao é positiva, se aponta no sentido oposto é negativa.

Assim o teorema de Meusnier afirma que o valor absoluto da curvatura normal em p

de uma curva 7(s) é igual a curvatura da se¢do normal de S em p, segundo +/(0).

Logo para estudar as curvaturas normais em p € S basta analisar as curvaturas das

secoes normais.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.1. Como vimos no exemplo 2.8, num plano 11 temos dN, = 0 para qualquer
curva passando por p em 1. F para qualquer p € 11 obtemos um plano formado por N(p)

e vp, cujas segoes normais sao retas em I, que possuem curvatura nula.

Também temos que a sequnda forma fundamental € o numero resultante do produto
interno de dN(p) aplicada ao vetor tangente a p, que serd nulo em todos os pontos p € ,

estando de acordo com o fato de dN, = 0.
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Pr

Figura 23: Se¢Oes normais no plano II sdo retas, tendo assim curvatura nula.

Exemplo 3.2. No cilindro reto, dado por {(z,y,2) € R®: 22 +y? = 1}, as se¢oes normais
em um ponto p variam de uma reta paralela ao eizo do cilindro, de uma familia de elipses
até a um circulo perpendicular ao eixo do cilindro. Assim as curvaturas normais variam

de 0, na reta, a 1, no circulo. Caso fosse um cilindro de raio r, iria variar de 0 a %

Como vimos exemplo 2.11 os vetores wy € wo correspondem as diregoes das curvaturas
normais 0 e 1, respectivamente, logo a sequnda forma fundamental assume seu valor

mdaxrimo em w; € minimo em wsy.

“Neg)

P

Figura 24: Sec¢oes normais no cilindro variam de uma reta paralela ao eixo do cilindro,
uma familia de elipses até a um circulo perpendicular ao eixo do cilindro.

Podemos observar no exemplo acima que a segunda forma fundamental assume um

maximo e um minimo, vamos deixar isso mais claro.

Seja um plano P, que contém v e N(p), girando em torno de N(p). Como v é um
vetor unitario, quando giramos P, em torno de N(p), v descreve em 7,5 um circulo de

raio 1.
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Tp3

Figura 25: Circunferéncia $' descrita pelo vetor unitario v em T,S.

Para contruirmos uma se¢ao normal basta tomarmos uma direcao em 7,,S, entao K,

pode ser visto como uma aplicacao continua

K,(p):$'CT,S - R
v — K,(p)(v) =11,(v).

Vamos usar agora o seguinte teorema:

Teorema 3.2. Seja D C R? um conjunto fechado e limitado, ou seja compacto, e seja
uma funcao f . D — R continua em D. Entdo [ assume seu valor mdrimo absoluto e

minimo absoluto.

Sabemos que $' ¢ um compacto, assim se K, estd definida em S', entdo pelo teorema

acima existem ej,eo€ 1,5 tal que K,,(p)(e;) é valor méaximo e K,,(p)(e2) é valor minimo.

Voltemos a aplicacao linear dN, : T,S — T,,S. Sabemos que dN,, esta associado a uma

forma bilinear simétrica B, : 1,5 x TS — R, dada por B,(v,w) = — < dN,(v),w >, e
B,(v,v) = 11,(v) = — < dN,(v),v >,

onde I1,(v) : T, — R.

Usando o resultado que dN, é um operador auto-adjunto, concluimos que B, é

simétrica, pois v, w € 1,5, temos que

B(v,w) = — < dN,(v),w >= — < v,dN,(w) >= — < dN,(w),v >= B(w,v).

Seja e; € T,S vetor unitario tal que B(ej,e;) = — < dN(eq),e; >= K;, onde K; é 0
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méaximo da funcao K.

Seja também e, € 1,5 um vetor unitario tal que e; Ley e {eq, es, N} seja uma base

orientada positivamente.
Temos que Vv € T,S com ||v|| = 1 pode ser escrito como v = coste; + sin tes.
Logo, B(v,v) = cos®t(B(e1, e1)) + 2costsint(B(ey, ez)) + sin® t(B(ea, €3)), mas
Ber,e1) = Ki=bn

B(€1>€2) = bio
B(62762) = bgg.

Entdo defina a fungio b(t) = cos? tby; + 2 cost sin thyy + sin® thyy = B, (v,v).

Em t = 0 a funcdo b atinge seu valor méximo, portanto b'(0) = 0. Logo,
V(t) = —2costsintby; + 2(—sint + cos® t)byy + 2sint cos thys.
Portanto,

b/(O) =2b1=0=b,=0= B(U,’U) = b(t) = COS2 tby1 + sin2 tboo.

Como K & o maximo, entdo b(t) = cos? tK; + sin® thy, < K, mas
cos? t K| + sin? thyy < cos® K + sin® tK; = sin® t(K| — byy) > 0 = K| > bos.

Entdo, Vt, B(ey, ) = by = cos? thyy + sin? thyy < cos?tK; + sin?byy = b(t) = B(v,v).
Logo, a curvatura normal K, (p)(es) é a menor possivel, entao, K, (p)(ez) = K3, onde Ko

¢ o minimo da funcao K,.

Temos entao que {e,es} é uma base ortonormal, tal que, I], atinge o maximo K

em e; e minimo Ky em es.
Finalmente, vejamos que e; e ey sao autovetores de dN,.
Temos que,

dNy(e1) = aner + anzes

de(eg) = a21€1+a2262.
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Mas,
Kl = B(elyel) =<< de(61)7 €1 >
= — <ane + apxez, e >
= —an
Temos que,
B(Gl,eg) =0
= — <K de(€1)762 >
= — < aj1€1 + aie2,€9 >
= a2
e
B(€2,€1) = O

= —< de(eg),el >
= — <agi€ + axez, e >

= —Q921.

Também temos que

Ky = B(eg,eg) =<< de(QQ), €y >
= — <azi€ + axeg, ey >

= —Q22

Logo, dN,(e1) = ajie; = —Kjeq, dNy(ea) = axes = —Kses, 0 que mostra que e, ey

sao autovetores de dN,, como afirmado. Seus autovalores sao —K; e — K, respectivamente.

Além disso, K7 e K5, com K; > Ky, sao valores extremos da curvatura normal em p,
ou seja, o maximo e o minimo que a segunda forma fundamental /1, restrita ao circulo

unitario de 7,5 pode assumir.

Definicao 3.6. O mdrimo Ky e o minimo Ky da curvatura normal, sao chamados cur-
vaturas principais em p. As direcoes correspondentes, isto €, as direcoes dadas pelos

autovetores ey e ey sao chamadas direcoes principais em p.

No plano e na esfera, todas as direcoes em todos os pontos sao principais, isto vem do
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fato que a segunda forma fundamental, em todos os pontos, restrita a vetores unitarios é
constante. Assim, todas as dire¢oes sao extremos para a curvatura normal.

J& no caso do cilindro, os autovetores v e w fornecem as direcoes principais em p,

correspondendo as curvaturas principais 1 e 0, respectivamente.

Definicao 3.7. Uma curva regular e conexa vy € dita uma linha de curvatura de S se,

para todo ponto p € vy, digamos Y(to) = p, temos que ¥'(to) € uma dire¢io principal.

Teorema 3.3 (Olinde Rodrigues). Uma condigao necessdria e suficiente para que uma
curva regular e conexa v em S seja uma linha de curvatura de S € existir uma curva
A:s€0,1] = R tal que N'(s) = A(s)7/(s).

Demonstracao. Se N'(s) = A(s)7'(s) entdao 7/(s) é autovetor de dN, (), portanto temos
que 7'(s) é direcao principal, logo +/(s) é linha de curvatura.
Agora se v(s) é linha de curvatura temos que A(s) = K; ou A(s) = Ko. O
Agora que conhecemos as curvaturas principais K; e Ky em p € S, podemos calcular
facilmente a curvatura normal segundo uma dire¢ao v € 7,S. Vejamos como fazer isso:

Se v € T,S e ||[v]] = 1, como e; e e formam uma base ortonormal de 7,5, temos

v =ejcosf + ezsinf, onde 6 é o angulo de e; a v na orientacao de 7),S.
A curvatura normal K, na direcao de v é dada por

K, =11,(v) = — <dNpy(v),v>

= — < dN,(ejcosb + eysinb),e; cos + egsinf >

+ < e1 K co80 4+ eaKo8inf, e cos) + exsinf) >
= Kjcos?0 < ey, e >+ cosfsind < ey, ey >
+ Kycosfsinh < e, e > +Kysin?6 < ey, €5 >

K, cos? 0 + Kysin? 6.

Essa tdltima expressao é conhecida como a formula de Euler.

3.2 Curvatura Gaussiana e Média

Dada a diferencial da aplica¢ao normal de Gauss dN,, : 7,5 — T, e a base {ey, e2} de

T,S de autovetores de dN,. J4 vimos que podemos associar uma matriz a dN, relacionada
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a essa base, que nesse caso sera dada por uma matriz diagonal, e os elementos da diagonal

sao os autovalores associados a e e es.

Definicao 3.8. Sejap € S e seja dN, : T,,S — T,S a diferencial da aplica¢ao de Gauss.
O determinante de dN, é chamado curvatura Gaussiana K de S em p. Em termos das

curvalturas principais
K=K K,

Definicao 3.9. Sejap € S e seja dN, : 1,,S — 1,5 a diferencial da aplica¢ao de Gauss.

O oposto da metade do trago de dN, é chamado de curvatura média H de S em p. Em

Ki+ K
H = (%)

Podemos expressar a curvatura Gaussiana K e a curvatura média H em termos da

termos das curvaturas principais

primeira e da segunda formas fundamentais. Primeiramente vamos lembrar que a matriz

la;;] relacionada a dN, tem os seguintes coeficientes:

g o dE—e¢ _gF-j¢ - _eF—fE  _ fF-gF
T EG - F? 27 EG - F? 7 BG - F? 27 BG - F?
Assim,
det 0] — fF—eG fF—gFE _ gF — fG eFF — fE
Y EG - F?) \ EG — F? EG —F?) \ EG — F?
_ [PF?— fgEF — efFG + egEG — egF* + fgEF + e fFG — f*EG
(EG — F?)?
B f?F? + egEG — egF* — fPEG
B (EG — F2)?
_ —f*(GE — F?) + eg(EG — F?)
(EG — F?2)?
ey f?
 BEG - F?
Logo,
_eg— f?
K_EG—FZ'

Para o calculo da curvatura média, lembremos que —K; e —K5 sao autovalores de

dN. Portanto, K, satisfaz dN,(e;) = —Kje; e K, satisfaz dN,(e3) = —Kzes. Logo
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det[dN, + KI| = 0, ou seja,

k0 k
dot ail a2 n ~ dot ayr + a12 _ 0
o1 (92 0 k ag1 asy + k

(CLH + k?) (a22 + k?) — a21Q12 = 0

ayaze + aik + agk + K — aziaiz = 0

k? + k(ay; + ag) + (a11a22 — again) =0

Como K, e K5 sao raizes da equacao acima, concluimos que

1 1
H:§(K1+K2) = —§(a11—|—a22)
1 fF—eG+fF—gE
2\ EG—-F? FEG-F?
G -2fF+gb
- 2(EG - F?)

Sabemos que H = %, logo 2H = ay; + ass, substituindo na equagao acima temos

K2+ 2Hk + K =0,

2H + V4H? — 4K
k= 5 =k=H+VH?-K.

Com essa relacao podemos notar que conhecendo a curvatura média e (Gaussiana

podemos obter facilmente as curvaturas principais.

Agora usando as curvaturas principais K; e Ky podemos classificar os pontos de uma

superficie S.

Definigcao 3.10. Um ponto de uma superficie S é chamado

1. Eliptico se det(dN,) > 0, ou seja, K(p) > 0. Logo, Ky e Ky sao ambas negativas

ou ambas positivas;

2. Hiperbdlico se det(dN,) < 0, ou seja, K(p) < 0. Logo, K; e Ky possuem sinais

contrdrios;

3. Parabolico se det(dN,) = 0, com dN, # 0, ou seja K(p) = 0 e H(p) # 0. Logo,

uma das curvaturas principais € nao nula e a outra € nula;

4. Planar se dN, =0, ou seja K(p) =0 e H(p) =0. Logo, K; e Ky sao ambas nulas.
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Mip]
P
al p & ponto eliptico b p & ponto hiperbdlico
Mip]
Mip)
F
P

d) p & ponto planar
) p & ponto parabdlico

Figura 26: Classificacao dos pontos sobre uma superficie.

Definicao 3.11. Se em p € S, K; = Ky, entao p é chamado ponto umbilico de S, em

particular, os pontos planares (K1 = Ky = 0) sao pontos umbilicos.

Vamos ver como Gauss introduziu o conceito de curvatura, dando uma interpretacao
geométrica da curvatura em termos da aplicacdo normal N : .S — $2. Vejamos algumas

definicoes:

Definigao 3.12. Diz-se que uma base {wy,we} € T,S € positiva se {wy,wq, w1 X wa}
tem a mesma orientacdo da base canénica em R3, caso contrdrio {wy,ws} € uma base

negativa.

Definicdo 3.13. Sejam S e S duas superficies requlares orientadas e seja ¢ : S — S
uma aplicagao diferencidvel e suponha que para algum p € S, dy, seja nao singular.
Dizemos que ¢ preserva a orientacdo em p se dada uma base positiva {wy,ws} € T,5,
entio {dp,(wr), dp,(wa)} € uma base positiva em T,;)S. Se {dp,(w1), dpy(ws)} nao é

uma base positiva, dizemos que ¢ reverte a orientacao em p.

Como a superficie S e a esfera unitaria pertencem a R?, assim uma orientacdo N em

S induz uma orientacao N em $2.
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Seja p € S tal que dN, é ndo singular. Como para uma base {w;, w,},
dN,(wy) x dN,(wy) = det(dN,)(w; x wy) = Kw;y X wy,

a aplicacdo de Gauss N preserva a orientacao em p € S se K(p) > 0 e reverte a orientacao
emp € Sse K(p) <0. Ou seja, dada uma orientacdo para 7,5, essa induz uma orienta¢do
para pequenas curvas fechadas em S, ao redor de p, quando aplicada N a essas curvas

pode acontecer duas coisas:

1. Se p é um ponto eliptico em S, seja V uma vizinhanca conexa de p tal que K(q) > 0,
Vg € V e sejay:[0,l]] - V um curva fechada ao redor de p. Neste caso a imagem

de v por N terda a mesma orientacao.

Figura 27: Em pontos elipticos a aplicacao de Gauss preserva a orientacao.

2. Se p é um ponto hiperbélico em S, seja V uma vizinhanca conexa de p tal que
K(q) <0,Vq €V eseja~:[0,l]] -V uma curva fechada ao redor de p. Neste caso

a imagem de  por NN terd orientacao oposta.

Figura 28: Em pontos hiperboélicos a aplicagao de Gauss inverte a orientacao.

Agora vamos mostrar a interpretacdo geométrica da curvatura Gaussiana K.
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Faremos a convencao de que a area de uma regiao contida em uma vizinhanca conexa
V, onde K # 0, e a area da sua imagem por N tem o mesmo sinal se K > 0 em V, e

sinais opostos se K < 0 em V', usando o fato acima.

Proposicao 3.1. Seja S uma superficie regular, p € S tal que a curvatura Gaussiana

K(p) #0, e seja V uma vizinhanga conexa de p onde K nao muda de sinal. Entao

A
K(p) Zilgl})z,

onde A € a drea de uma regiao conexa B C V contendo p, A" é a drea da imagem de B
pela aplicacdo normal de Gauss N : S — 82, e o limite é tomado através de uma sequéncia
de regioes B, que convergem para p, no sentido em que para toda bola centrada B(p,r)

em p, existe n suficientemente grande, tal que, B, C B(p,r)()S.

Figura 29: Sequéncia de regides B,, que convergem para p.

Demonstragio. Seja X : U C R?* — S uma parametrizacao de S, tal que p € X(U) C V.

Sabemos que a area A de B é dada por

A= // 11X, % X, ||dudv.
B

E a drea A’ de N(B) é dada por

A= //HNU « N,|dudv.
B
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v i
o —_—
i Y= e, W)

Figura 30: A regiao N(B) é imagem de B pela aplicacao normal de Gauss.

Ja vimos que como N, e N, sao vetores de T,S, podemos escrevé-los como N, =

a11 Xy + a21X, e N, = a12.X, + a22X,. Usando a definicao de K, temos

A — //HNuxNdeudv = //‘|(a11Xu+a21XU>X(@lZXu_‘_aQQXU)HdU/d'U = //KHXuXXUHdUdU.

Entao,
o i K|| X, x X,||dud

B
B _ _ ~ K.
A—0 % hmB_>0 ‘gf HXu X XdeUdU ||Xu X X'L)||

Vejamos agora alguns exemplos:

Exemplo 3.3. Temos que os coeficientes da primeira forma fundamental e da sequnda
forma fundamental do plano, sao E = 1, F =0, G =1ee =0, f =0, g =0,
respectivamente. Usando esses coeficientes podemos calcular a curvatura Gaussiana e
Média

¢G—2fF +gE

2
K- 9= o . pg- —0.

- EG-F? 2(EG — F?)

Exemplo 3.4. Seja T? um toro dado por X (0, ) = ((a+r cos ) cos ¢, (a+r cos ) sin p, 7 sin §),
onde U ={(0,9) € R*:0< 0 <2m, 0 < p < 2r}. Vamos calcular a curvatura Gaussiana

dos pontos do toro T2.

Do exemplo 2.8 temos que os coeficientes da primeira forma fundamental sao E =

r?, F =0eG = (a+rcos 9)2. Basta agora calcular os coeficientes da sequnda forma



fundamental.
Xy = (—rsinfcosy, —rsinfsinp,rcosb)
X, = (—(a+rcosb)sing, (a+rcosb)cosp,0)
Xg9 = (—rcosfcosyp, —rcosfsingp, —rsinb)
Xop, = (—(a+rcosh)cosp,—(a+rcosd)sing,0)
Xop = (rsinfsinp, —rsinfcosp,0)
Logo,

E agora os coeficientes da sequnda forma fundamental:

—7rsin  cos @ —7rsinfsin ¢ rcosf
det(Xg, Xp, Xo9) = | —(a+rcosf)sing (a+rcosf)cosp 0
—rcosfcosp —rcosfsiny  —rsinf

r? cos? psin? O(a + r cos 0) + r? cos® O sin® p(a + r cos 0) +

+ r?cos? pcos? O(a + rcosf) + r? sin® @ sin® p(a + r cos h)

% cos® p(a + rcosf) + r?sin® p(a + r cos §)

r(a +rcosf),

—rsinf cos ¢ —rsinfsing  rcosf
det(Xo, Xy, Xo,) = | —(a+rcosf)sing (a+rcosf)cose 0
—7rsinfsin ¢ —7rsinfcos ¢ 0

= r(a+rcosf)sinpsinfcos g — r(a + rcosf) sin ¢ sin 6 cos ¢

= 0,

—rsinf cos ¢ —rsinfsin ¢ rcos 6
det(Xo, Xy, Xop) = | —(a+rcos@)sing (a+rcosf)cosp 0
—(a+rcosf)cosp —(a+rcosf)sing 0

= r(a+rcosf)’sin® g cosf + r(a + rcos )’ cos® @ cos f

= 7(a+17cosf)’cosh.

69
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Logo os coeficientes da sequnda forma fundamental sao

_det(Xy, Xy, Xgg)  r*(a+rcosf)
° VEG—F2  r(a+rcosb) -
;o= det(Xy, X, Xoy) _0
VEG — F?

det(Xg, X, X * cos
g - et(Xp, Xy, w):T(a—i_rCOS) cos = (a+rcosf)cosb

VEG — F? r(a+rcosf)

A curvatura Gaussiana,

= eg—f*  r(a+rcosf)cosh cos 0
- EG-F? 7“2(a—|—rcos(9)2 " r(a+rcosh)’

Da expressao acima podemos notar que:

o Se0< 6<% ou 37” < 0 < 27, entao a curvatura Gaussiana K > 0;

o Sefl = 37” ou ) = 3, entao a curvatura Gaussiana K = 0;

o Se ;<0< 37”7 entao a curvatura Gaussiana K < 0.

Logo o Toro ¢ uma superficie que tem pontos elipticos, parabdlicos e hiperbolicos.

Eixa de rotagdo

Toro
-

E=0 E=0

Geratriz K=0 K=0
K=0

Figura 31: Curvatura Gaussiana no toro.

A curvatura média,

H_eG—2fF+gE_T(a+rcose)2+r2(a+7’c059)cose_ a+ 2rcosf
- 2(EG-F? r2(a + 1 cos)? ~ 2r(a+rcosh)’

Para calcular as curvaturas principais podemos usar a sequinte expressao k = H +
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VH? — K que usa a curvatura Gaussiana e Média, que calculamos acima, logo

a -+ 2rcosf a + 2r cos 62 2 cos
k = + —
2r(a + rcosf) 2r(a+rcosf)  r(a-+rcosh)
_ a+2rcosd a? + 4ar cos O + 412 cos? 0 — 4ra cos 0 — 4r? cos? §
~ 2r(a+rcosd) 4r2(a + 1 cos 0)?

_a-+2rcost a?
~ 2r(a+rcosh) 4r2(a + r cos §)?

Sendo assim as curvaturas principais $ao

a+ 2rcosf a 2(a+rcosh) 1
Kl = —|— — = —
2r(a+rcosf)  2r(a+rcosf) 2r(a+rcosf) r

a+ 2rcosf a 2r cos 0 cos 6

K = —_ = — .
2 2r(a+rcosf)  2r(a+rcosf) 2r(a+rcosf) a4+ rcosf

. . ai; Qa2
Sabemos que os coeficientes da matriz dN, = ( 50

Q21 Qa22
_ fF—eG  r(a+rcosf) 1
G = EG_FQ__T‘2<CL+TCOS€)2__;
gF — /G
w2 = pgo g
el — fE
2 = e
_ fF—gE  r*(a+rcosf)cosf cos 0
A2 = EG—F2__ rQ(a+rcos(9)2 __a—l—rcose'

Portanto a matriz dN, é uma matriz diagonal, entao os autovetores que correspondem as
diregoes principais sao

Xy X
= = (—sinf cos p, — sin O sin p, cos §), ey = ——— = (—sin, cos @, 0),
|1 Xol| [1Xe |l

€1
portanto as linhas de curvatura sao linhas de coordenadas.

Exemplo 3.5. A sela de macaco é uma superficie dada por X (u,v) = (u,v,u® — 3v?u).
Assim como o paraboldide hiperbolico € chamado de sela, pois uma pessoa pode sentar-
se confortavelmente, a sela de macaco € assim chamada pois um macaco pode sentar-se

confortavelmente, ja que possui espaco para o rabo, como mostra a figura abaizo.



Vamos calcular a curvatura Gaussiana dos pontos da sela de macaco.

Primeiramente vamos calcular os coeficientes da primeira forma fundamental E, F e

G. Temos que

Logo,
E
F
G

Figura 32: Sela de macaco.

X. = (1,0,3u® — 3v%)
X, = (0,1, —6vu)
X = (0,0,6u)

X, = (0,0, —6u)
Xuw = (0,0,—060).

< X, Xy >=1+ (3u® — 30%)°
< Xy, X, >= —6vu(3u® — 3v?)
< X, Xy >= 1+ 360>

Entao,VEG — F?2 = /1 + 9u?* + 18u2v2 + 9vt.
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Agora vamos calcular os coeficientes da sequnda forma fundamental:

1 0 3u?— 302
det(Xy, X0, Xuw) = |0 1 —6vu = 6u,
00 6u
1 0 3u?—302
det(Xy, X0, Xuw) = |0 1 —6vu = —6w,
00 —6v
1 0 3u?®— 302
det(X,, Xy, Xow) = |0 1 —6ou = —6u.
00 —6u
Logo
det( Xy, Xo, Xuw) 6u
e = = ,
VEG — F? V1 + 9ut + 18u2v? + 9t
;o= det( Xy, Xy, Xuw) —6v
VEG — F2 V1 + 9u* + 18u2v? + 9t’
o det( Xy, Xy, Xow) —6u
J VEG — F? V1 + 9ut + 18u2v2 + 9ot
A curvatura Gaussiana
eqg — f? B —36(u? + v?)

K= 5 = 5
EG - F (14 9u* + 18u2v? + 9v?)
Podemos notar da expressao acima que no ponto (0,0) a curvatura Gaussiana K =0,

ou seja (0,0,0) € um ponto planar. E todos os outros pontos hiperbdlicos, pois K < 0.

A curvatura média € dada por:
eG —2fF + gF
2(EG — F?)
6u(1 + 36v2u2) + (120)(—6vu(3u? — 3v?)) 4+ (—6u)(1 + (3u® — 3v2)%)
2(1 4 9u* + 18u?v? + 97}4)%

6u + 216v%u® — 720%u(3u® — 3v?) — (6u)(1 + Ju* — 18u?v? + Juv*)
2(1 + 9u* + 18u?v? + 9@4)%

6u + 216v%u? — 216v%u3 + 216vtu — 6u — 54u’® + 108uv? — 5duv?
2(1 + 9u* + 18u?v? 4 91}4)%

—27u® + 81vtu + 54uv?

(1+ 9ut + 18u2v? + 9v4)?

H
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Exemplo 3.6. Seja uma superficie dada pelo grifico de uma funcao diferencidvel, com a

sequinte parametrizacdo X (u,v) = (u,v, f(u,v)), com (u,v) € R%

Temos que
Xy = (L0, fu)
Xy, = (0,1, 1)
Xuw = (0,0, fuu)
Xow = (0,0, fu)
Xuw = (0,0, fuo)

Logo, E =< X, X, >= 1+ (f.)? F =< Xu, X, >= fuls G =< X,, X, >=
1+ (f,)°. Temos que

Ju
fv = fum
Juuu
fu
fv = fum
Juw
fu
fv - fvv‘
f’l)'U

det( Xy, Xy, Xuw) =

o O =

det(Xy, Xo, Xuw) =

o s

—_

det(X,, Xy, Xow) =

S = O O = ©O O = O

Logo os coeficientes da sequnda forma fundamental sao

det(Xu, Xo, Xuw) Sfuu
VEG = F* \/1 +(f) + (1)
b deb(Xu Xy Xu) fuv
VEG — F? \/1 L)+ ()
det(Xu, Xo, Xow) _ fon

g = VEG — F? \/1+ fu U)

A curvatura Gaussiana é

K = eg_f2 _ fuufvv_fuv ]
BG=F* (14 (1" + (1))




A curvatura média é

H =

_ G —2fF +gE _ full+ £,) = 2funfufo + fuoll+ (f)")

3
2

2EG — F?) 21+ (f)%) + (£,))

75
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4  Geometria Intrinseca das
Superficies

4.1 Isometrias e o Teorema Egregium(Gauss)

Os coeficientes da primeira forma fundamental no plano e no cilindro sao os mesmos,
como vimos nos exemplos 2.1 e 2.2 . Como ja haviamos comentado isso nao é mera coin-
cidéncia, essa transformacao geométrica do plano no cilindro que referimos anteriormente

se trata de um difeomorfismo especial, como veremos em seguida.

Definicao 4.1. Uma aplicacio ¢ : S1 — Sy € uma isometria se ¢ € um difeomor-
fismo e para todo ponto p € S e todos os pares wy,wy € 1,5 temos < wy,wy >,=

< dpp(wr), dop(wz) > . Diz-se que as superficies Sy e Sy sdo isométricas.

Em outras palavras, ¢ é uma isometria se a diferencial dy preserva o produto interno:
I(w) =< dey(w), dpy(w) >= I, (dpy(w)), Vw € T,S.

Definicao 4.2. Uma aplicacao ¢ : V3 C S; — Sy definida em uma vizinhanca Vy de p,
comp € S, é uma isometria local em p se IV, vizinhancga de p(p) € Sy tal que v : Vi — Vs
seja uma isometria. Se ¥p € Sy for possivel estabelecer uma isometria local, entado Si e

So sao localmente isométricas.
Podemos mostrar que se ¢ : 57 — S5 ¢ um difeomorfismo e existe uma isometria local
para todo ponto p € S, entao ¢ é uma isometria global.

No entanto, podem existir duas superficies que sejam localmente isométricas, sem que

sejam globalmente isométricas. Vejamos um exemplo:

Exemplo 4.1. Seja um plano 11 dado por X (u,v) = po + vwy + vwy e um cilindro C

dado por, X (u,v) = (cosu,sinu,v), com U = {(u,v) € R?: 0 < u < 27, —0c0 < v < 00}.

Vamos mostrar que ¢ : X o X1 : X(U) = X(U) € uma isometria.
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Figura 33: A aplicagdo ¢ é uma isometria.

Temos que X, = wy e X, = wy. Os coeficientes da primeira forma fundamental sao

E=1 F=0eG=1, como vimos no exemplo 2.1.

Também temos que X, = (—sinu,cosv,0) e X, = (0,0,1). Os coeficientes da

primeira forma fundamental sio E =1, F =0 e G =1, como vimos no exemplo 2.2.

Seja um ponto p € X(U), sejam os vetores vi,v2 € T,X(U) e py = (ug,vo). Logo,
= v X, + 02X, = dX (ug, vo) (v}, v})

vy = V3 Xy, + V3 X, = dX (ug, vo)(vy,v3).

E dp(p) = dX(X ' (p))dX ' (p) = dX (ug, vo)dX " (p). Entdo

de(p)(v1) = dX (ug, vo)(vy, v}) = v} Xy + 07X,

do(p)(v2) = dX (uo, vo)(v3,v3) = V13X, + V53X,
Temos entao que

Lo(p)(de(p)(v1), do(p)(v2)) = < U1X + U?Xv, Yu + U5 X, >
+ vivy < Xy, Xy > +00v) < X, X, >

2 2
1)11)2 + v7v;.



78
Por outro lado

1 2 1 2
L(v,v2) = <u; Xy, + 07Xy, 03X, + 03X, >
= vy < Xy, Xy > +oiv; < X, Xy > +0ivy < Xy, Xy > +030; < X, X, >

_ a1l 2,2
= VU5 + V1V;.

Com as expressoes acima podemos concluir que I,(vi,va) = Ly (de(p)(v1), de(p)(va)).

Logo o plano é localmente isométrico ao cilindro.

O plano nao é globalmente isométrico ao cilindro, ja que o cilindro nem mesmo é

homeomorfo a um plano. Vejamos um argumento intuitivo:

Qualquer curva simples e fechada no plano pode ser encolhida continuamente até
torna-se um ponto sem deixar o plano. Tal propriedade é preservada por homeomosfismos.
No entanto, o cilindro nao possui essa propriedade, o que contradiz a existéncia de um

homeomorfismo entre o plano e o cilindro.

Figura 34: C C II pode ser deformada continuamente em um ponto sem abandonar p, o
que nao ocorre com C' C §

Vamos pensar no plano como uma folha de papel, quando transformamos essa folha em
um cilindro, a folha foi simplesmente arqueada, tendo modificado apenas sua relacao com

o ambiente em que esta inserido, R?. Ou seja, sua caracteristica intrinseca é preservada.

Vamos agora generalizar o argumento dado acima para obter um critério para isome-

trias locais em termos de coordenadas locais.

Proposicao 4.1. Se ezistirem parametrizacoes X : U CR*> - S e X : U C R? = S tais
que E=E, F=F e¢G =G em U entdo a aplicacio ¢ = X o X' : X(u) = S € uma

1sometria local.
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Demonstragao. Sejap e X(U) e v,w € T,S, logo
v =01 Xy + 02Xy = dX(x-10p))(v1,02)
w = w1 Xy + we Xy = dX(x-13)) (w1, wa).

Temos que dp(p) = dX (X (p))dX 1 (p), logo

dp(p)(v) = dX (X (p))(v1,v2) = 01 Xu + 12X,

de(p)(w) = dX (X' (p)) (w1, ws) = w1 Xy + ws X,

]p(U, w) = <Xy + X, w X, +wX, >
= nw < Xu,Xu > +01we < X'uaXv > +uvw; < XvaXu > +Uwy < vaXv >

= v E + (vwg + vgwq) F + vows G

e
Lo (de(p))(v), dp(p))(w)) = < wviwr < Xy, Xy > +v1ws < Xy, Xy >
+ vw; < yvayu > FUoWo < YU,YU >
= v1w1E + (’Ulwg + Uzwl)F + vngG
Como E = FE, F =F e G =G, entdao I,(v,w) = I, (de(p)(v),de(p)(w)). Logo é
uma isometria local. O

Exemplo 4.2. Seja um catendide e um helicoide dados por
X (u,v) = (acoshvcosu,acoshvsinu, av),
com U ={(u,v) ER*: 0 <u <21, —00<v <00} e
X (u,v) = (costu,vsin, au),
com {U : (w,v) € R?: 0 <u < 27, —00 < T < o0}, respectivamente.

Vamos fazer a sequinte mudanca de pardimetros, u = u, v = asinhv, com 0 < u < 27

e —o0 < v < 00. Que € possivel, visto que X € bijetiva e o Jacobiano é

— ou ou
o(u,v & 2t 1 0
(@, 7) — gﬁ gf = = acoshwv,
O(u,v) % 5 0 acoshwv
u v
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que nunca se anula.

Assim uma nova parametrizacao do helicdide é X (u,v) = (asinhv cosu, asinhv, au).

Temos que
X, = (—acoshvsinhu,acoshvcoshu,0)
X, = (asinhvcosu,asinhvsinu,a)
X, = (—asinhwvsinhu,asinhvcoshu,a)
X, = (acoshvcosu,acoshvsinu,0).

Entao os coeficientes da primeira forma fundamental do catendide e do helicdide sao
E =da?cosh’v, F =0, G =a?cosh®v e E = a®cosh®v, F =0, G = a?cosh®v, logo pela

proposicao 4.1 temos que o catendide e o helicdide sao localmente isométricos.!

'Retirado de [2]
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Exemplo 4.3. Seja um cone C' de uma folha,

r s
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4
x2 +y2

Temos que cot
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O cone menos uma geratriz pode ser "rolado"sobre um pedaco de um plano formando
um setor plano, que é dado por um conjunto aberto U : {(p,0) € R%0 < p < 00,0 < 0 <

27 sin o}

0

sin «

0

sin «

E seja X(p,0) = (psinacos(=—), psinasin(=—), pcosa). Podemos perceber que

X(U) cobre todos os pontos do cone exeto a geratriz @ = 0, visto que quando percorre o
_0

7 sina

intervalo (0,27 sin «) percorre o intervalo (0,2m).

Seja também a sequinte parametrizacio X (p,0) = (pcosf, psin®,0), com 0 < p < 27

e 0 <6 < 2m, como pedacos de plano, ver figura a sequir:

AT sin o

Temos que
(o (555 ) e (i) o)
X, = |sinacos| — ,sinacsin | — , COS (x
sin v sin v
0 0
Xp = (—psin( - ),pcos( - ),0)
sin v sin v
X, = (cosf,sind,0)
Xo = (—psind, pcosb,0).
Logo o0s coeficientes da primeira forma fundamental sio E = 1,F = 0,G = p* e

E =1,F =0,G = p? sdo iguais, assim pela proposicio 4.1 temos que o plano e o cone C

sao localmente isométricos.

Agora vamos demonstrar o teorema Egregium de Gauss, um dos teoremas mais impor-
tantes da geometria diferencial. Muitos mateméticos ja usavam a curvatura Gaussiana,
mas apenas como o produto de curvaturas principais, dependendo assim da segunda forma
fundamental, ou seja, do modo particular de como a superficie esta mergulhada em R?,
nao havendo motivo até entao para que a curvatura Gaussiana tivesse um cérater in-
trinseco. Até que Gauss demonstrou no seu famoso teorema Egregium que a curvatura

(Gaussiana é uma caracteristica intrinseca da superficie.

Vamos associar a cada ponto de uma superficie um triedro e estudar as derivadas de
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seus vetores.

Temos {X,, X,, N} formam uma base em R3, entdo vamos expressar as derivadas dos

vetores X,, X, e N nessa base:

Xpw = 'L Xy +13, X, + LN
Xuw = DX, +THX, + LoN
Xow = T3 Xy +T5 X, + LoN
Xy = D5 X, +15,X, + LzN
N, = anX,+ anX,
Ny = a1 Xy, + anX,,

onde os coeficientes aq1, a2, as € as foram calculados anteriormente.

Sabemos que Xy, = Xyu = Xy — Xouw = 0= ([ = T3) Xy + (TF, — T5) X, + (L2 —
Ly)N =0, logo I'f, =T}, T3, =13 e Ly = Lo.

Além disso,

e = <Xy, N >=1,4
[ = <X, N>=Ly
g = < Xypo, N >= Ls.

Definicao 4.3. Os coeficientes Ffj parat,j, k = 1,2 sao chamados de simbolos de Christof-
fel.

Agora vamos calcular os simbolos de Christoffel em termos dos coeficientes da primeira

forma fundamental.

Temos que

1
< Xy Xy > = <I X, +TH X, + LN, X, >=T1,E+T}1F = 5B
1

<X, Xp> = <I'L X, +13 X, + LN, X, >=T},F+T3G=F, — 5 E

Assim,

sB.G - F(F,-%E,) E,G-2FF,—E,
EG — F2  2(EG - F?)
E(F,-3%E,) —F(3E,) 2FF,-FE,—FE,

2

EG — F? 2(EG — F?)
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Também temos
1
<XWX@>::<r3&+r@&+Lﬁu&>=ﬂ¢HJ%F=§&

1
<XunXo> = <TLXu+THX, + LN X, >=TL,F + THhG = SG,

Assim,
Fl — GE’U - FGu
2 2(EG — F?)
2 EG, — FE,
2 2(EG — F?)’
E
1
< Xy, Xu > = < Ty Xy 4+ 53X, + L3N, X, >=T5E+T5,F = F, — §Gu
1
< Xy, Xy > = <TpuXy +T5,X, + LsN, X, >= Ty F +15,G = §Gv
Assim,
o 2GF, - GG, — FG,
27 2(EG - F?)
2 _ EG,—-2FF,+ FG,
27 2(EG - F?)

O fato de podermos resolver os sistemas acima e encontrar os simbolos de Christoffel
em termos dos coeficientes da primeira forma fundamental nos permite afirmar que con-
ceitos geométricos e propriedades em termos dos simbolo de Christoffel sao invariantes

por isometrias.

Exemplo 4.4. Seja $? uma esfera parametrizada por X (¢, 0) = (sin 6 cos ¢, sin 0 sin @, cos 0),
com U = {(p,0) e R?: 0 < 0 < 7,0 < ¢ < 27n}. Temos do exemplo 2.3 que 0s coefi-
cientes da primeira forma fundamental da esfera sio: E=1r>, F =0 e G = r%sin*#0, logo

E,=Fy=0,F,=Fy=0,G,=0eGy= 272 sin 6 cos 0.

Vamos calcular os simbolos de Christoffel para esfera usando as equagoes obtidas
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acima:
o E.G—-2FF, - E, 0
S 2(EG — F?2) 7
2 _ 2FF, - FEE, - FE, 0
S 2(EG — F?2) 7
GE, - FG
M, = —/———"=0
12 2(EG — F2) 7
F%z _ EG, — FE, ZQSiHQCOSQZCOSQZCOtH’

2(EG — F?) 2sin? § sin 0
2GF, - GG, — FG, —2sin®fcosh

rL — — — —sinfcosd
22 2(EG — F?) 2 sin2 0 SHIPCOSE,
o _ EG,-2FF,+ FG, _
2 2(EG — F2) -

Teorema 4.1 (Egregium de Gauss). A curvatura Gaussiana K de uma superficie € in-

variante por isometrias locais.

Demonstracao. Temos as seguintes expressoes:

Xyw = T X, +T1X, +eN
X = TLX, +T13,X,+ fN
Xow = TypXu+T5 X, + fN
Xow = T3Xu+T5,X, +gN
Ny, = anXy+anX,
N, = a12X, + aX,.

(Xuw)o = D1, Xu+ T X + T3, X, + TH X,y + €,N + €N,
(Xuw)u = TioyXu 4+ T1oXuw + T3, Xy + T Xow + fulN + f N,

Substituindo X, Xuw, Xow, Xov, Nu € Ny:

(Xuw)y = thXu + F%l(F%QXU + P%sz + fN)+ F%lev

+ T (To Xy +T5,X, + gN) + e, N + e(an Xy, + anX,)
(Xuw)u = TigXu+ T Xy +T1H X, +eN) + T, X,

+ 55 Xy + T3, X, + fN) + fulN + f(a1 Xy, + a1 X,).
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Colocando X, X, e N em evidéncia temos:

(qu)v

Xu(rhv + T 1, + Ty, + ears) + XU(F%M + 17,17, + 15, + eag)
+ N(e,lhf+T59)
Xu(Tla, + Tl + Ty + fan) + Xy (T, + T1IT + 105 + fas)
+ N(ful—‘be + F%Qf)

—~
g<
(&4
N—r
IS

|

No entanto, sabemos que (Xyy)y = (Xup)u, l0go
F%h} + Filrb + Fir%z +eay = F%Zu + Pbrh + F%2F51 + fa.

Entao
1 1 1 1 1 1 2 11 2 11
Fllv - F12u + 1—‘111—‘12 - F12F11 + I‘11F22 - 1—‘12P21 = fall — €a12

Substituindo os coificientes a1 e a2 ja calculados na secao 2.3:

fF —eG gF — fG
[l — T, + T4 — TLTY 4+ T2, — I%,0), = f(— _(4ESC

EG — I2 EG — F2
_ [PF — feG —egF +efG
B EG — F?
_Fleg - f?)
EG — F?
- -FK.

Logo, podemos concluir que a curvatura Gaussiana s6 depende da primeira forma funda-

mental.

De modo anélogo, da igualdade (Xyy)y = (Xup)u, € possivel formular FK e GK em
funcao dos simbolos de Christoffel e das suas derivadas. Como E, F', G nao se anulam
simultaneamente, podemos concluir que a curvatura Gaussiana K de uma superficie reg-
ular s6 depende dos coeficientes E, F', G e das suas derivadas, sendo assim, invariante

por isometria. O

Pelas defini¢oes de ponto eliptico e de ponto hiperbolico, estes s6 dependem da cur-
vatura gaussiana, logo uma isometria transforma pontos elipticos em pontos elipticos e
pontos hiperbolicos em pontos hiperbélicos. O que ja nao ocorre com os pontos paraboli-

cos e planares, ja que na sua definicao K = 0 e dependem da curvatura média H.



87

4.2 Derivada Covariante e Transporte Paralelo

Nessa secao iremos apresentar alguns conceitos sob um aspecto intuitivo, fazendo in-
terpretacoes envolvendo o espaco exterior da superficie. No entanto, mostraremos que em

cada caso esses conceitos introduzidos dependem apenas da primeira forma fundamental.

Primeiramente vamos definir derivada covariante de um campo de vetores, que é o

analogo para superficies da derivacao usual de vetores no plano.

Seja S uma superficie regular e lembramos que um campo de vetores tangentes em
um conjunto aberto V' C S é uma correspondéncia w, que associa a cada p € V um vetor
w(p) € T,S.

Além disso, um campo de vetores é diferencidvel em p, se para alguma parametrizacao
X (u,v) em p, w = aX,+bX, nabase {X,, X, }, tivermos que a, b sdo fungoes diferenciaveis

em p. Se w for diferenciavel para todo ponto p € V, dizemos que w é diferenciavel em V.

Definicao 4.4. Dada uma superficie S, um vetor v € T,,S e um campo de vetores w sobre
um conjunto aberto V-C S contendo p. Considere uma curva parametrizada o : (—€, €) —

V, com a(0) =p e &/(0) = v, e um campo de vetores w restrito a curva o, ou seja, w(t)

com t € (—e€,€). O vetor obtido pela projecao de (%) (0) sobre o plano T,S €é chamado

de derivada covariante em p do campo de vetores w em relagao ao vetor v.

NOTACAO: Vamos denotar derivada covariante em p do campo de vetores w em

relacdo a v por (22) (0).

Figura 36: Derivada covariante 2

Definimos a derivada covariante relacionada a uma curva «, no entanto podemos

mostrar que a derivada covariante independe da escolha de a e que é um conceito da
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geometria intrinseca. Vamos mostrar isso:

Considere uma parametrizacao X (u,v) de S em p e seja X (u(t),v(t)) a expressao da

curva <.

Podemos escrever o campo de vetores restrito a curva « como

w(t) = a(u(t),v(t)X, + blu(t),v(t)X,
= a(t)X, + b(t) X,.

Entao

d
= JO)X, + Xalt) + V() X, + Xb(t)

dt
= d X, + VX, + a(Xpu' + X)) + b( Xyt + Xpt')

observe que ’ denota a derivacao em relagao a t.

Vamos substituir X,,, X,,, X, pelas expressoes vistas na secao 4.2:

dw

o X, + VX, +al, X + T3 X + eNu' + THhX0 + T2, X0 + gNv')

+ b5, X + T2 X' + fNu' + T3, X0 +T5,X,0 + gNv')
= Xy(a' +al},u' + alv + b’ + b50")
+ X, (0 + a3 + aliw' + bT5 0 + bl5,0") + N(aew' + afv' + bfu' + bgr').

Como %(0) é a projecao de ‘fi—lt” sobre o plano 7,5, temos que

D
d_;U(O) = X, (d'+al] v/ +al v +0T gt/ +-bT 00" )+ X, (b +al2 ' +al 20" +-b1 3 1/ +-b5,0")
que depende apenas do vetor (u/,v") = y e dos simbolos de Christoffel, ndo da segunda

forma fundamental.

Exemplo 4.5. Seja II um plano, temos do exemplo 2.1 que os coeficientes da primeira
forma fundamental sao E =1, F =0 e G = 1. Com isso podemos calcular os sim-
bolos de Christoffel, como jd vimos. Fazendo os devidos cdlculos, obtemos que Ff"j =0,
Vi, 7,k = 1,2. Substituindo os simbolos de Christoffel na equacao (1) obtemos que a

derivada covariante é 22(0) = o/ X, + b'X,.

Podemos notar que a derivada covariante coincide com a derwada usual de vetores

no plano.

A derivada covariante é, portanto, uma generalizacao da derivada usual de vetores no
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plano.

Usando a equagao (1) podemos definir a derivada covariante relacionada apenas a um
campo de vetores que esteja definido apenas em pontos de uma curva parametrizada. Ou
seja, dada uma curva o : I € R — S um campo vetorial a o pode ser visto como uma

aplicacao diferenciavel

w:l — Ta(t)S
t — w(t) €eT,s.

Vejamos algumas definigoes:

Definicao 4.5. Uma curva parametrizada o : [0,1] — S € a restricio a [0,1] de uma
aplicagio diferencidvel de (0 —e€,l+¢€), e >0, em S. Se a(0) =p e a(l) = q, dizemos que
a ligap aq.

Definicao 4.6. Seja o : [ — S uma curva parametrizada em S. O campo de vetores w
ao longo de o € diferencidvel em ty € I se para alguma parametriza¢io X (u,v) em «(to)
as componentes a(t), b(t) de w(t) = aX, + 0X, sao fungoes diferencidveis de t a to. O

campo w € diferencidvel em I se é diferencidvel Vt € 1.

Definicao 4.7. Seja w um campo diferencidvel de vetores ao longo de uma curva o — S.
A expressao

Dw

- = X, (a'+al'}u'+al [0/ +b05 u/ +b05,0" )+ X, (' +al 30/ +al 30 +b05,u' +bl5,0"), (1)

t € I estd bem definida ¢ chamada de derivada covariante de w em t.

Entao para obtermos a derivada covariante de um campo de vetores w ao longo de

dw

uma curva : [ — S, em ¢ € I, consideramos a derivada usual de w em relagao a t, %7,

e projetamos este vetor ortogonalmente sobre o plano T,;)S.

Podemos observar que se duas supeficies sao tangentes ao longo de uma curva parametrizada

«, a derivada covariante do campo w ao longo de a ¢ a mesma para as duas superficies.

Agora vamos considerar a curva « como uma trajetoria de um ponto que se move sobre
uma superficie S. Sabemos que o vetor o/(t) é o vetor velocidade e o(t) a aceleracdo

desse ponto.

. . / . .
Logo a derivada covariante %—i‘ do campo o/(t) é a componente tangencial da acel-

~ . .. ’ o, ~ . L .
eracio o(t), intuitivamente 2% ¢ aceleracio do ponto a(t), "como vista da superficie

dt
S
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Definicao 4.8. Um campo vetorial w ao longo de o« : I — S é dito ser paralelo se

Bu(t) = 0.

Exemplo 4.6. Como vimos no exemplo anterior do plano %(t) =dX,+0X,.

Se %(t) =0=dX,+0X, =0, logo a e b sao constantes, ou seja, o campo

w(t) = wy constante.

Portanto, a nocao de campo paralelo ao longo de uma curva parametrizada no plano,
reduz-se a nocao de campo paralelo ao longo da curva, ou seja, o comprimento do vetor e

o dngulo que ele faz com uma direcao fixa sio constantes.

Ly

Figura 37: Campo paralelo de uma curva no plano.

No entanto, a nocao de paralelismo nem sempre é intuitiva como no exemplo acima,

vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 4.7. Dada uma esfera unitdaria S, o campo tangente a um meridiano parametrizado
2

pelo comprimento de arco é um campo pararelo em $°.
Temos que o meridiano € uma curva at) = X(0(t), o) e ' (t) = 0’ Xy.
Também temos um campo de vetores w = Xy, coma =1 e b= 0.

Entao pela definicao de derivada covariante temos

Dw
dt
= X,(d +alju’ + aljy0" + b0y 0’ + bl5,0")
+ X, (b + a2 0 + al2,0" + b3’ + bI'2,0"), (1)
= 0T, Xp+0T%, X,
No entanto, vimos no exemplo 4.4 que I't; =T =0, logo % =0.

Entao o campo de vetores tangentes a um meridiano da esfera unitdria € um campo
paralelo. Também podemos verificar isso percebendo que a derivada usual desse campo w

¢ normal a 8%, e assim sua derivada covariante € nula.
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Figura 38: Campo paralelo a um meridiano da esfera unitaria.

Proposicao 4.2. Seja o : I — S uma curva regular e sejam v e w campos de vetores
paralelos ao longo de a. Entao < v(t),w(t) >, ||v(?)||, ||w(t)|| e o dngulo § entre v(t) e

w(t) sdo constantes.

Demonstracao. Por hipotese v e w sao paralelos, ou seja % = % =0, Vt € I. Isso

‘ SN dw dv x : ‘ .
também significa que 7 e 97 sdo normais ao plano que é tangente a superficie em «af(t),

logo < w'(t),v(t) >= 0.

Entdo 4 < o(t),w(t) >=< v'(t),w(t) > + < v(t),w'(t) >= 0, assim obtemos que

<v(t),w(t) >= cte.

Também temos que < w'(t), w(t) >=0e < v'(t),v(t) >= 0, logo

/
N
assim obtemos que ||w|| = cte.
De forma analoga obtemos que ||v|| = cte.
O angulo entre v e w ¢ dado por cosf = ||<v‘|’|"l|“w>” = cte. O

Proposigao 4.3. Seja o : I — S uma curva regular e wy € Tou,)S. Entdo existe um

tnico campo paralelo w ao longo de a tal que w(ty) = wy.

Demonstracao. Um campo paralelo com estas condicoes tem que ser solucao da equacao

diferencial % = 0 com a condigao inicial w(ty) = wy. Analisando suas componentes

Dw Dw * Dw ?

o = () Xut () Xo

1 2 : :
e colocando o/(t) = o X, + o/° X, temos que as componentes satisfazem ao seguinte
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sistema de £ DO:

ho= —(w 111%10‘ +w'T o +w2F%2a + w0 )

w? = —(w'Ta +w'Tha? + w2 + wTia'?).

Pelo teorema de existéncia e unicidade de solugoes para sistemas lineares de EDO’S

temos que existe w(t) satisfazendo & equagao com w(ty) = wy. ]

A existéncia de um tnico campo paralelo w ao longo da curva o com w(ty) = wy nos

permite definir transporte paralelo de um vetor ao longo de uma curva parametrizada.

Definigao 4.9. Seja o : I — S uma curva reqular e wy € Ty,)S, com ty € I. Seja w
um campo paralelo ao longo de o, com w(ty) = wy. O vetor w(ty), com ty € I € chamado

de transporte paralelo de wy ao longo de a no ponto a(ty).

Se duas superficies S e S tangenciam-se ao longo de uma curva regular «, entdao dado

um vetor wg € Ta(tO)S = Toa(to)g'

De fato, pois em todos os pontos a(t) temos que TS = Ta(t)g assim

Dw dw dw Dw
it b= s (dt) Hr, 3 ( dt) ra

Essa propriedade ¢ muito tutil para efetuarmos transportes paralelos, vejamos um

exemplo:

Exemplo 4.8. Seja uma esfera unitdria $* orientada e seja C um paralelo da colatitude

v, na qual existe um vetor unitdrio wy tangente a C' em um ponto p.

Vamos determinar o transporte paralelo de wy ao longo de C, parametrizado pelo

comprimento de arco s, com s =0 em p.

Para isso vamos usar uma superficie tangente a esfera, nesse caso vamos usar um

cone tangente a esfera ao longo de C.
O dngulo 1 no vertice do cone é dado por 1 = (g) — 6.

O transporte paralelo de wy ao longo de C, se resume a determinar o transporte

paralelo ao longo de C' relativo ao cone tangente.

Como jd vimos, o cone menos uma geratriz € isométrico a um conjunto U C R?, dado

em coordenadas polares 0 < p < 0o, 0 < 6 < 2mwsin.
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Como no plano o transporte paralelo coincide com a nocao usual, obtemos um deslo-
camento s de p, correspondendo ao dngulo central 0, que € o dngulo orientado formado

pelo vetor tangente t(s) com o transporte paralelo w(s) é dado por 2m — 6.

O transporte paralelo em $? ao fim de uma volta completa ao paralelo ¢ = g faz cada

vetor rodar um dngulo de 27 sin 6.

Se uma curva « : [a,b] — S é regular por partes, entao o transporte paralelo ao longo
de « é efetuado substituindo-se o intervalo [a, b], em subintervalos [a, a1], [a1, as], ..., [a;, b],

onde « seja regular em cada um dos sub-intervalos.

Dado wy € T,,)S, o transporte paralelo é feito em cada sub-intervalo e a condigao

em um sub-intervalo ¢é igual a condicao inicial no outro.

4.3 Geodésicas

Nessa secao vamos definir um dos conceitos mais importantes da geometria diferencial,

o conceito de Geodésicas.

Definicao 4.10. Uma curva regular, ndo constante, v : I — S é chamada geodésica

em t € I se seu campo de vetores tangentes ' (t) é paralelo ao longo de v em t, isto é,

DY'@®) _
=2 = 0.

Dizemos que v é uma geodésica parametrizada se é geodésica para todo t € .

Seja y(s) uma reta parametrizada pelo comprimento de arco contida em uma superficie

regular, temos que ||7/(s)|| =1, logo ‘h =" =0, entdo 2L = 0.

Diante disso podemos concluir que se em uma superficie existe uma reta, esti sera

geodésica sobre a superficie.

Intuitivamente uma geodésica é o que mais se aproxima de uma "reta'"sobre uma
superficie. Seja uma esfera, imagine que tracamos um grande circulo na esfera e facamos
com que ela role sobre o plano sem encorregar, descrevendo essa curva no plano. Podemos
perceber que essa curva ¢ uma reta, isso é uma idéia intuitiva de geodésica sobre uma

superficie.
Se v é uma geodésica entao d—z =0, logo v/ = aN(t). Além disso, se v/ = aN(t),
Vt € I, entao dados X, X, base de TS temos que < 7", X; >=< ", Xy, >= 0, logo

Dy _
- = 0.
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Usando isso vamos identificar geometricamente algumas geodésicas.

Exemplo 4.9. Vamos mostrar que as geodésicas nas esferas sao grandes circulos.

Seja v(s) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco sobre a esfera $* e
seja SPAN{Y (s0),n(s0)}, o plano formado por v'(s¢) e n(sg) vetor normal e unitdrio,

chamamos de plano osculador.

A aceleragao 7" (s) s6 terd componente normal se N € spam{7y”(s),n(s)}. Mas se

n € SPAN{Y"(s),n(s)}, entdao o plano passa pelo centro da esfera.

Logo, obtemos grandes circulos intersectando a esfera com o plano que passa pelo
centro da esfera, assim verificamos que as geodésicas nas esferas sao grandes circulos, ou

seja, circunferéncias de mdzrimo didmetro.

Exemplo 4.10. Seja um cilindro reto sobre um circulo x + y*> = 1.

Podemos notar que os circulos v obtidos pela interseccao do cilindro com planos nor-
mais ao eixo do cilindro sao geodésicas, jdi que a normal principal em qualquer ponto €

paralela & normal a superficie neste ponto.
De forma andloga, podemos mostrar que as geratrizes do cilindro sio geodésicas.

Agora vamos encontrar outras geodésicas sobre o cilindro. Seja a sequinte parametriza-
¢ao,
X (u(t),v(t)) = (cosu(t), sinu(t), v(t)),

com (< u<2m ev € R.

Sabemos que o cilindro e o plano sao localmente isométricos (exemplo 4.1), e a
condi¢cao de ser geodésica € invariante por isometrias. Portanto X preserva as geodésicas,

mas no plano as geodésicas sao retas. Portanto, excluindo os casos jd considerados, temos
u(t) = ug + at,
v(t) = v + bt.
Entao,

v = (cos(ug + at),sin (ug + at), vy + bt)

v = (=sin(ug + at)a,cos (ug + at)a, b).
BIIP = +¥ = 1.

Entao a curva v, que é uma hélice, é uma geodésica sobre o cilindro.
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Podemos observar que dados dois pontos sobre um cilindro que nao estao sobre um cir-
culo horizontal, é possivel conecta-los por uma infinidade de hélices, isso significa que dois
pontos de um cilindro podem em geral ser conectados por uma infinidade de geodésicas,

diferentemente do que ocorre no plano.

As retas sao geodésicas de um plano, também sao caracterizadas como curvas regulares
de curvatura zero, note que a curvatura de uma curva plana e orientada é dada pelo valor
absoluto da derivada do campo de vetores unitarios tangentes a curva, associado a um
sinal que denota a concavidade da curva em relacao a orientacao do plano. Para levar em

consideracao o sinal, convém introduzir a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.11. Seja w um campo diferencidvel e unitdrio de vetores ao longo de uma

curva parametrizada o : I — S sobre uma superficie orientada S. Como w(t), t € I, é

um campo de vetores unitdrio, %2(t) é normal a w(t), e portanto

Dw
— = AV xw(t)).
2 AN < ()
O numero real A = \(t), denotado por [%], ¢ chamado wvalor algébrico da derivada
covariante de w em t.
4.3.1 Curvatura Geodésica
Seja v : I — S uma curva regular, T'(t) = Hzi% seu vetor tangente unitario, N(t) o

vetor unitario normal a superficie em y(t) e To = N x T

Temos que {T, N, N x T} ¢ uma base ortonormal de R? em ~(t) e {T, N x T} ¢ uma

base orientada positivamente em T7,;)S.

Poderemos verificar facilmente que % estd na direcao de T5:

d AT
—|T||"=2(—,T)=0.
T =2(%.7)

Mas % = aN + b1, entao % = bT5.

Seja o vetor 7 = aN + [T5.
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N,

-"'"‘

Figura 39: {T, N,T,} ¢ uma base ortonormal.

Se s é o parametro do comprimento de arco

dr  dT'ds
= Kn = K(aN T
ul ddtHﬂln IYIIK (N + BT5),
no entanto vimos que ZL = b7y, logo ZL = ||7"||BKT5.

Usando isso vamos definir curvatura geodésica.

Definigao 4.12. Denominaremos curvatura geodésica da curva v a fung¢ao K, (t), tal que

G = IV ().

Proposigao 4.4. Se k € a curvatura da curva vy entio k* = K92 + K., onde Ky, éa

curvatura geodésica e K, € a curvatura normal.

Demonstragio. Temos que K, = k(aN+6Ty) e que ||[n||> =1 = ||aN + ||> = a®>+ 5% =
1.

No entanto, ka = Kn e kf = K,, logo Kn® + K,> = k*(a® + 8%) = k% O

Da expressao 2L = ||v/|| K, (t)Tx(t), podemos tirar que

1 DT DT 1 DT 1 dT’
K (t) = —( —.1Ty) = N xT — 15 ) = SN X T ).
o(1) MM<ﬁ’§ <ﬁ > Hﬂ&dﬁ2> mn< . >

e
1 d, B v

= —( ),7’><N>
[RdImNcianied]
1

= g 0 XN

Proposicao 4.5. A curvatura geodésica a menos de um sinal, independe da parametriza-

cao da curva.
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Demonstracao. Sejam as curvas

V() a0 — S
t = ()

r@:fe,d — S
t — T(t),

contidas em uma superficie S, tal que v(t) = I'(¢).

Seja o : [d,c] — [a,b] e ' =~ oo0. Veja a figura a seguir:

L

M=yoQ

Figura 40: As aplicagoes o e I

Temos que 22 = ||I'(D)||K,OT: (1)

Por outro lado temos que

DT  DTdt . DT

7 aa "W @
=%\ = |2 %] =t e

Colocando (2) e (3) em (1):

dO2T = @K, O
COIVIE T = @K, O

o' (t) B -

@ = )

Ou seja, K (t) e K,(t) a menos de um sinal, que ¢ dado por %, independe da
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parametrizacao. O

Proposicao 4.6. Uma curva reqular v : I — S é uma geodésica se e somente se, sua
curvatura geodésica K,(t) =0, Vt € 1.

D+’
dt

% = ||7/|| K, (t)T%, logo K,(t)||7|] = 0 e como v & regular ||y'|| # 0, ou seja, K,(t) = 0.

Demonstracao. Se a curva v é uma geodésica entao = 0 o que implica % = 0. Mas

Agora se K, = 0, podemos escolher um parametro de comprimento de arco para a
curvatura e K (0) = 0, jA que a curvatura geodésica independe da parametrizacao da
curva (proposi¢do 4.5). Se 7 é parametrizada pelo comprimento de arco entdo v =T e

Dy _ DT __

assim ZL- = 2= = Ky(s)T3 = 0. Portanto v é uma geodésica. [

Exemplo 4.11. Seja uma esfera $* e seja um paralelo dado v(t) = X (0o, ¢(t)) =

(sin @y cos @, sin 6y sin @, cos 7).

Temos que ' (t) = (— sinfp sin p, sin 6y cos p, 0), N = (sin 0 cos p, sin Oy sin @, cos ),

entao
e1 e es3 sin 6 cos 6y cos ¢
/ . . . . .
7YX N=| —sinfysiny sinf cosp 0 = | sinfpcosbysing
sinfpcosp sinfysing cosby — sin® 6,

Também temos que ~"(t) = (sin b cos @, sin by sin p, 0) e que

Y| = \/sin2 0y sin? o + sin? O cos? v = sin .
Logo,

<~". 4" x N >= —sin? cos® ¢ cos by — sin” f sin® ¢ cos 0y = — sin? 6, cos 6.

Entao

1 " / 1 : 2
= <A Y XN> = — sin® 0y cos 0
TN s g, et

cos 0y

sin 6,
= —cotb,.

Logo apenas o equador é uma geodésica, Kq(0y) =0 se 6y = 5
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5 Teorema de Gauss-Bonnet

5.1 Preliminares

Seja 2 C S uma regido limitada por uma curva v : [0, L] — S, simples, fechada e

regular por partes, ou seja, que satisfaca as seguintes condicoes:

(i) ~(0) =~(L), que significa que y ¢ uma curva fechada;

(ii) t; # ta, t1,t2 € [0, L], entdo v(t1) # 7(t2), ou seja, a curva y nao possui autointer-

seccoes;

(iii) Existe uma particio 0 = ¢y < t; < ... < tx < tgy1 = L de [0,L], tal que v ¢é
diferenciavel e regular em cada [t;, t;41], com ¢ = 0,...,k. Ou seja, v deixa de ter

uma reta tangente em um ndmero finito de pontos.

Figura 41: Regiao () limitada pela curva ~.

Os pontos ¥(t;), i = 0,..., k, sdo chamados vértices de 7 e os tragos y([t;, tiy1]) s@o

chamados arcos regulares de -, ou arestas de /.
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w(tL)

w(th-1)

witd)

vit)

Figura 42: Vértices e arcos regulares de 7.

A condigao de regularidade nos garante que em cada vértice y(t;) existe o limite a

t
esquerda y(t;) = lim,_,,- 7/(?) e o limite & direita, y(th) = lim, .+ 7/ (2).

A curva v = 0 serad orientada positivamente, ou seja, a base ortonormal positiva
{7/, N x~+'} é tal que N x ' "aponta"para €2, portanto, V5 : [a,b] — Q, com ((a) = 7(to)
e f'(a) #+/(t), entao (f'(a), N x +') > 0. Intuitivamente, isso significa que ao andarmos
pela curva v na direcao positiva com a cabeca apontada para N, a regiao €2 esta a nossa

esquerda.

Al

Figura 43: A curva v orientada positivamente.

Definicao 5.1. O dngulo externo ; no vértice y(t;) é o dngulo orientado de /' (t; ) para
V(&)

Se o vértice nao é uma cuspide, o sinal de ¢; é dado pela orientagao da superficie S.
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Figura 44: Sinal do angulo externo quando o vértive nao é uma ctuspide.

Se (t;) ¢ uma cispide, ou seja, |p;| = 7, que significa que +/(t; ) = —v/(t]), o sinal &

dado da seguinte forma:

e ; é positivo se para € > 0 suficientemente pequeno o traco de y([t;, t;1¢]) ficar do

mesmo lado que Q em relagao a curva y([tiic, ti]);

e ©; é negativo se para € > 0 suficientemente pequeno o traco de y([t;, t;1e]) e Q

tiverem lados opostos em relacao a curva y([t;—cs])-

Figura 45: Sinal do angulo externo quando o vértive ¢ uma ciispide.

Seja ainda as fungoes continuas 6; : [t;_1,t;] — S', 6;(t) = arccos <<’y’(t), \)/{—%(’y(t))»,
ou seja, sao fungoes que medem em cada t € [t;, t;41] o Angulo positivo de X, a v/(¢)
Exemplo 5.1. Seja uma esfera unitdria e seja uma curva v C $? qualquer dada por

sin 0(t) cos p(t)
v(t) = X(0(t), (1)), ou seja, v(t) = | sinf(t)sine(t) | , logo
cos 0(t)

cos B cos pf’ — sin f sin '
Y (t) = | cosfsinpd + sinf cos oy’
—sin 00’
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Figura 46: Angulo positivo entre X, e v/(t) .

cos 6 cos b’

Temos que Xo(7(t)) = | cos@sinpl |, entdo
sin 06’
<+, Xp> = cos®0cos?pf” — sinf cos b cos psin ' + cos? O sin? '

+ sinfcosf cos psin g’ + sin? 00" cos? 00" + sin? 09
= ¢

No entanto, temos que normalizar v/, logo

Y| = \/C082 60'* + sin? O¢'? + sin? 69 = \/9’2 + sin? /2.

Ou seja, o dngulo

§ = arccos (< (1) Xu (1)) >) = arccos " (1)
VE V0" + sin? O’

Vamos considerar um caso particular da geodésica vertical v(t) = (0(t), o), ou seja,

sin 6 cos pq cos 6 cos o’
temos ¢ = cte, logo y(t) = | sinfsing, | €' (t) =] cosOsinpyd |, logo ||Y|| =0
cos 6 — sin 66
No entanto, v é parametrizada pelo comprimento de arco, ou seja, ||| = 1 o que

implica que 60’ = 1.

Pela forma geral (1), temos nesse caso 0 = arccos (\%%) = arccosf’ =0

cos

Vamos considerar agora uma geodésica horinzontal, temos que 0 = 7, Y(t) =] sing

0



103

— sin @y’
e (t) = cos ' , logo || || = ¢, mas sabemos que ||Y'|| = 1, ou seja, ¢’ = 1.
0
Logo, o dngulo 0 = arccosﬁ = arccos 0, ja que ' = 0, entdo 0 = 5 ou
2 4sin® O’

[/

B

Vamos demonstrar em seguida o teorema do indice de rotagao, mas antes disso vamos
introduzir alguns conceitos e enunciar um teorema que sera usado na demonstracao desse

teorema.

O indice de rotacao #, de uma curva regular fechada ~ &, por defini¢ao, o numero de
rotacao da curva 4/, ou seja, mede o numero de voltas orientadas que o vetor tangente
) 1 . 1 .
7" d4 em torno da origem, quando percorremos a curva 7. Portanto, o indice de rotagao
fornece uma importante informagao sobre o comportamento global de 7/, que a principio,

nao tem por que ser parecido com o comportamento global de ~.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 5.2. Seja v : [0,27] — R? uma curva dada por v(t) = (rcosnt,rsinnt), com
ne€Z,n#0. A curva vy representa um circulo de raio r que dd |n| voltas em torno da

origem, no sentido anti-hordrio, se n > 0 e, no sentido hordrio, se n < 0.

Podemos perceber que o vetor tangente T' a curva v, dd n voltas quando percorremos

a curva . Logo o indice de rotacao ., = n.

Tis)

yis)

Figura 47: A curva descreve o circulo que d& n voltas em torno do seu centro e seu indice
de rotacao é n .

Exemplo 5.3. Seja uma lemniscata vy : [0,27] — R?, tal que (t) = (sint, sin 2t).

E notdvel que o vetor tangente T ao longo de ~ ndo percorre uma volta completa, ou

seja, o indice de rotagao R, = 0.
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gy & = LA
T | T i
N\ N

als) i

Figura 48: A lemniscata possui indice de rotacao igual a zero.

Para entendermos o comportamento de R,, quando deformamos -y, vamos introduzir

o conceito de homotopia regular:
Definicao 5.2. Sejam duas curvas fechadas e requlares
a:[0,L] — R?
B:[0,L] — R
sdo ditas reqularmentes homotdpicas, se existe uma aplicacdo H : [0,1] x [0, L] — R?, tal
que:
(1) H(&,t) é continua em [0,1] x [0, L];
(ii) Para cada € € ]0,1], a curva ag(t) = H(E,t), t € [0, L] é uma curva fechada reqular;

(iii) H(0,t) = «(t) e H(1,t) = B(t).
A aplicacao H ¢ dita uma homotopia reqular entre o e 5.

Vamos enunciar um Teorema que relaciona a homotopia regular ao indice de rotagao.

Teorema 5.1. Duas curvas fechadas e regulares o, 3 : [0, L] — R? sdo reqularmentes

homotopicas, se e somente se R, = Rgs.

-

Exemplo 5.4. O indice de rotagao da lemniscata a(t) = (sint,sin2t), t € [0,2n], é
Ro = 0 e o indice de rotaca de um circulo unitdrio B(t) = (cost,sint), t € [0,27], €
Rs = 1.

Usando o teorema acima, temos que a lemniscata e o circulo unitario nao sao ho-

motopicos. Podemos observar isso geometricamente, vejamos a figura abaizo:

Nao € possivel eliminar o lago a esquerda da curva acima, usando uma sequéncia de
deformacoes, uma vez que o vetor tangente ao longo desse laco muda muito de diregao,

mdependente do tamanho do laco.



105

[ X | IX |+l | ¢
| J Y

\_ » N/ I \ - /l \_ /

Figura 49: A lemniscata e o circulo nao sao homotopicos.

Teorema 5.2 (Teorema do Indice de Rotacdo). Seja 3 : [0, L] — R? uma curva regular,

fechada e simples. Entao g = +1.

Demonstracao. Seja uma reta que nao intersecta a curva [ e deslocamos essa reta par-

alelamente a si mesma até que ela seja tangente a curva em um ponto p.

Vamos escolher agora uma nova parametrizacao v : [0, L] — R? para a curva 3 de
forma que v(0) = p e definir um sistema de coordenadas tal que p = (0,0) e T'= (1,0) =

€.

2

Figura 50: Deslocamento da curva f.

Como 7 ¢ uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, podemos reescrever o

vetor tangente 7' da seguinte forma:

T(s) = (cosf(s),sinf(s))
T'(s) = (—sinf(s),cos6(s))8'(s) = N(s)0'(s).
Entao k(s) = (T"(s), N(s)) = 0'(s).
Logo, fOL k(s)ds = fOL 0'(s)ds = 6(L) — 0(0) = 2w, onde I é o indice da curva T

A idéia agora é deformar a curva T, que a principio, é complicada, até uma curva 717,

cujo numero de rotacao seja facil de determinar.

Seja um tridngulo A = {(¢,s) € [0,L] x [0,L] : 0 <t < s < L}, e seja a seguinte
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aplicacao F : A — R?, dada por

(H)=(s)
HO= N <s>\|’ s<te(l,s)#(L,0)
T(t) = oty w() t=S;
0

~T(0) = — gy, (65)=(L,0).

s

Y

i Ty

A
L
0 3

Figura 51: O triangulo A.

Vamos verificar a continuidade de F'.

Como a curva « é regular, vé-se facilmente que no interior do triangulo A, F é

continua. No entanto, ndo sabemos se F' é continua nos pontos da diagonal e em (L,0).

Vamos verificar a continuidade nos pontos (a,a) na hipotenusa de A. Seja uma

sequéncia (t,, s,) no interior do triangulo convergindo para (a,a), temos que F(t,,s,) =

V(tn)=7(sn)
[V ()= (sn)l?

y de 7, temos que existem s, < &, <1, e s, <n, <t,, tais que

aplicando o teorema do valor médio a cada um das funcoes coordenadas x,

Y(tn) = v(sn) = (@(tn) —2(sn), y(tn) — y(sn)) = (2" (&) (tn — 80), ¥ (M) (tn — 80))

t
(x,(fn)a ?/(ﬁn)) '
V@€ + ()

Visto que, lim, .o t, = lim, .o 5, = a, s, < &, < t, e s < n, < t,, usando o teorema

do confronto temos que lim, ., &, = a e lim, 7, = a.
Logo,
/ /
(gn) ( n)) (‘]j (a)7 y (CL)) T(a) — F(a, CL).

lim F(t,,s,) = lim = =

e = S e+ ) @@ + o)

Portanto, F' é continua nos pontos (a, a).

Vamos verificar agora a continuidade nos pontos (L, 0).
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Seja uma curva 7 : [0,2L] — R?, tal que () = {

— (L,0), definamos &, =
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0<t<L
L<t<2L

th, com & < m, en, =

Tomamos uma sequéncia (t,, s,)

L+ s,, com (t,,s,) # (L,0).

Note que &, <1, e que

lim¢, = limt, =1L

n—oo n—oo

limn, = lim, ool +s,=1L
n—oo

Como J(&,) = v(tn) € ¥(1m) = v(1n — L) = 7(s,), temos que

mo |Iv( ) v(sn)l| |[7(&n) — 7 ()] |7 (1) = 7(&)]
= _ ' (An), ' (pin)
V@O + 5 (un)?

para £ < A\, <M € & < iy < M-

Sabemos que lim, ,, &, = lim,,, 0, = L, além disso &, < A\, < 1, € & < ln < M.

Entao, usando o teorema do confronto temos que lim,, o, A\, = lim,, o0 b, = L.

Assim,
lim F(t.s) — lim—— 2 vm) (L) y(L)
o N ET IR SN (e e

= —T(L)=-T(0) = F(L,0).

Portanto, F' é continua nos pontos (L,0) e assim, continua em todos os pontos do
triangulo A.
Vamos utilizar a fungao F' para obter uma deformacao de 1" para um curva 77, para

a qual o numero de rotacao seja mais facil de calcular.

Considerando as curvas Dy e Dy, respectivamente, a hipotenusa e os catetos de A,



108

dadas por:

D()I[O,L] - A

D1 : [O,L] —

Figura 52: A aplicacao D).

Considere a aplicagdo H : [0,1] x [0, L] — A, dada por H(\,t) = F o D,(t).

Vamos mostrar que H é uma homotopia regular entre T e Tj, com Ty(t) = H(1,t),
em R? — {(0,0)}.

Primeiramente podemos notar que H é continua, pois é a composicao de fungoes
continuas.

Além do mais em cada A € [0, 1], H(A,t) é uma curva regular, se A = 0,

H(0,t) = F(t,t) = T(t)

ese A\=1,
F(2t,0), o<t< it
) =1y =4 Y =3
F(L2t-L), L<t<L
Ou ainda,
v(2t) 0<t< L
[RZe2lk =" =72
H(Lt) ={ -T(0), t=*%
N ~v(2t—L) L
ha-op 2 <fs kb
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epara 0 < A <1, H\t) = F(\t) = F(Da(t)).

Agora verificaremos o indice de rotagao da curva Tj, se ¢ € [0, £], entao

=Fo — _ ’7(225) - 7(0) _ ’Y(Qt)
H=FoDit) = FL0) = ey =01 ~ Theo
Esetc [%,L], entao
— Fo _ o WD) =@ -L) A(2t-1)
H =FoD(t)=F(L2t—L) DO @ =D Cer

Portanto, a curva 77 d4 uma volta completa em torno da origem,logo I(F' o Dy) =1,
mas I[(F o D;) = I(F o Do) = I(T) = I(y) = 1. Portanto, [ k(s)ds = 2.

v(2t)
kgl

B Y2t —L
[lvize = L]

]

Sejam v C X(U) e 8 = X 1o~ C U curvas simples e fechadas, cuja parametriza¢ao

X preserva a orientacao.

L

Figura 53: A aplicacao X preserva a orientacao.
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Temos que as bases (el,ﬁ,eg) e (ey,7',N) possuem a mesma orientacdo, logo
Vs € [0, L] temos que |p(s) — 0(s)| < 7, caso contrario, essas bases nao teriam a mesma

orientagao.
Além disso, como 3 é simples e fechada ¢(L) — ¢(0) = 2.

Vamos analisar a seguinte diferenca:

[16(L) = 0(0)] =27 | = [[0(L) —6(0)| — |o(L) — @(0)] | < [0(L) — 6(0) — (»(L) — »(0))]
= [(6(L) = »(L)) = (6(0) — (0))] < |6(L) — w(L)] + [6(0) — ©(0)|
< 2.
Temos
0 : [0,L] =R,

MMo# : [0,L] — 8§
eIllo6(0) =1106(L). Logo, O(L) — 6(0) = 2I7, com I € Z.
Mas, pelo calculo acima e O(L) — 0(0) = 2I7, entdo 6(L) — 6(0) = 2.

Seja v : [0,L] — S uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, simples,

fechada e regular por partes, onde so =0 < 51 < ... < s, = L sdo seus vértices.

Vamos aproximar 7 por curvas 7. : [0, L — S, € > 0, tal que:

e 7. & de classe C?;

e 7. é parametrizada pelo comprimento de arco, fechada, simples e com a mesma

orientagao de 7;

e Jla;, b;] C [0, L] sub-intervalos tal que vYe|f, 5] = V|[as b

o |[L—LJ<e

Como vimos, 6.(L) — 6.(0) = 27, logo

0.(L)—0. (b)) +0.(b) — 0 (ar) + 0. (ar) — O (bys) +...40.(b1) — Oc(ar) +0.(ar)—0.(0) = 2
felb) — ¢ ! ) Fo )

Escrevendo como um somatoério:

k k

0(L) = 0c(bi) + Oc(a1) — 0(0) + Y 0c(bi) = Oc(a;) + Y Oc(a;) — Oc(bimy) =27 (5.1)

=1 =2



Figura 54: A curva 7..

Vamos analisar os termos da expressao acima, observe que:

e No limite € = 0, 0.(L) — 0(bx) + 0c(a1) — 6.(0) = 7 = 7o.

Yak= Ve la Wbk= e | bk

5 Skn

gt Yalsa

b

e No limite € — 0, He(ai) — He(bi,l) = Yi—1

111
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Voltando a expressao (5.1), temos
k k

> v+ 0(si) = 0(siy) =2m (5.2)
i=1 i=1

Agora vamos demonstrar um lema que serd usado na demonstracdo do teorema de

Gauss-Bonnet(versao local).

Lema 5.1. Seja v(s) uma curva reqular parametrizada pelo comprimento de arco, w(s)

um campo vetorial paralelo unitdrio ao longo de v e ¢ o dngulo entre v'(s) e w(s), entdo

'(s) = —Iy(s).

Demonstragao. Temos que {T,T, = N x T'} é uma base ortonormal positiva em 7S5,

logo podemos escrever w nessa base w = cos T + sin T5. Como w é um campo paralelo,

Dw __ x
Zs =0, entao
D DT DT:
ZY — _sin 0T + cos p—— + cos p'Ty + sin p—— (5.3)
ds ds ds
Temos que < T, T >=1 e assim (2L, T) = 0, entdo 2L = a(s)T5, mas ||7/|| = 1, sendo
assim a(s) = Ky, ja que 2L = ||y/|| K, T5.

Da mesma forma < 75,75 >=1e <%€2,Tg> = 0, entao % = B(s)T.

No entanto, temos que < T,T, >= 0, derivando
DT DT, DT DT,
—. T T —)=0=(—1T,)=—(T,— )=—-K,.
<ds’2>+<’ds> <ds’2> <’d5> g
Substituindo em (5.3):
—sin T + cos p K, Ts + cos pp' Ty — sin o K,T = 0

(¢ + K,)(cos Ty —singT) =0

¢ =—-K,.
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5.2 Teorema de Gauss-Bonnet (Versao Local)

Teorema 5.3 (Teorema de Gauss-Bonnet(versao local)). Seja Q uma regiao delimitada
por uma curva simples, parametrizada pelo comprimento de arco e reqular por partes.

Sejam v;(i = 1, ..., K) os dngulos externos de ). Entao

Demonstragao. Seja w um campo de vetores unitarios paralelo ao longo de v = 99, ¢(s),

com s € (s;_1,s;), sao os angulos entre 7'(s) e w(s) neste intervalo, 0;(s) angulo entre \)/(—%

e 7/(s) neste intervalo. Vamos definir ¢(s) como o angulo entre \)/(—% e w(s).

Observando a figura acima temos que 6;(s) = ¥(s) — o(s).

Usando a expressao (2),

k

k k
Z%‘ + Zl/f(si) —(si1) — Z o(s;) — @(si_1) = 2.

=1

Mas, ¢(s;) — @(si1) = [J ¢/ (s)ds = — [*  K,ds, lema anterior.

Si Si—
Podemos observar que
k

Zw(si)—wsw = (s1) = P(0) +P(s2) +¥(s1) + ¥ (s3)
— P(s2) + ... + (L) — P(sg1)

= (L) = (0).
Logo,
k k S
DNt UL =)+ [ Kyds = 2m
=1 i=1 Y Si—1

k
S vt (L) —(0) + | Kds = 2r
i=1 0
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Agora, basta mostrarmos que ¥(L) — 1 (0) = [, KdA.

Sabemos que 1(s) é o angulo entre fj—% e w. Sejam vy = \)/(—% e v = N x Vi, temos que

{v1,v2} é uma base ortonormal positiva em TS, logo podemos escrever w = cos vy +

sin Yus.

De < vy,v; >= 1, temos que <Ddzl,V1> = <dd%,vl>, portanto, % = av,. Analoga-

mente, <%Z2,vg> = <‘%,02> =0e %”82 = av;.

Derivando < vy,v9 >= 0,temos < v;",v9 > + < v1,0’ >= 0 =< v, vy >= — <

vy, V9’ >, mas vy = dd% = avy + bN, entao

< v, v9 >=< avy + bN, vy >=< v, 19 >= a.

Logo,
DU1 ’
— =< V1,V2 > Vs.
ds
Também temos que vy’ = % = av; + bN, entdo
< 1,0y >=< vy, av; +bN >=>< v, v =a > .
Portanto,
DUQ ’
— = — < V1,V > 1.
ds

Como w é um campo paralelo 22 = 0, entio
ds ?

Dw Dv Dv
Z— = —sinyp'vy + costp=— + cos vy + sinp ——=
ds ds ds
= —sinyP'v; + costh < vy, vy > vy + cos Y vy + sin < vy, vy > vy
= (Y4 < v, v >)(cospvy — sinpvy) = 0,
sendo assim, ¢ = — < v/, vy >.
Temos que

L L
(L) —¥(0) = Y (s)ds = —/ < vy’ v9 > ds
0



Pelo teorema de Green,

8 81)1 a aUl

on-vo = - ff (72 (7 -3 (F)
B vy Ovs vy 0vg

B //)(_1(9) <<%7 %> a <%’ 8ududv>)’

no entanto,
81)1 o @Ul
% = QU+ <%, N> N
(91)2 aUQ
% = /BUI + <%, N> N.
Entao,

8’01 81}2 . 8’01 8U2
<%v%> = <%’N> <%7N>
dvy Ovy\ /0w Ovy
<%>%> = <%’N> <%’N>'
Note que, N = vy X v3 e < N,v; >= 0, entao

9 0
< Nyoy>+{ N2V —0=< Ny,v, >= — ( N, 22
ou ou

e < N,vy >= 0, logo

0 0
< Ny, v9 >+ N,ﬂ =0=< Ny, vg >= — N,ﬂ .
ou ou

Mas

ou

0 0
N, =< N,,v1 > v1+ < N,,v9 > v9 = — <N, ﬂ> V] — <N, ﬂ> Vg,

analogamente,

ov

0 0
N, =< Nv,Ul > v+ < Nv,’UQ > Vg = — <N,ﬂ>’01 — <N,£>U2.

Sendo assim,
- 8111 8?)2 (%2 a'Ul
_ (9 O[O Oua)
N ou’ Ov v’ Ou
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Além disso,

<N,N,xN,> = <N, KX, xX,)>
= < N,KVvVEG - F2N >
= KVEG-— F2.

Por outro lado,

[/ Ovr Ovy vy Ovs
<N, N Ny >= <%7%> - <%%>'

Logo,

. 81}1 (%2 81}1 (%2
Y(L) —¥(0) = //Xl(Q) <%, %> - <%, %> dudv

= // KV EG — F2dudv
X-1(Q)

- /[ waa

Com isso mostramos que

k
/ KdA+ | Ky(s)ds+» v =2
Q o0

i=1

]

Nesse trabalho nao iremos demonstrar a globalizacao do teorema de Gauss-Bonnet,
iremos apenas apresentar alguns conceitos topologicos e proposicoes que sao usadas na

demonstracao deste teorema.

Vamos considerar uma superficie S regular. Dizemos que uma regiao conexa 2 C 5 é
regular se €2 é compacta e a sua fronteira 0€) é uma regiao finita de curvas regulares por

partes fechadas e simples que nao se intersectam.

Por conveniéncia, vamos considerar uma superficie compacta como uma regiao regular,

cuja fronteira é o conjunto vazio.

Vejamos algumas definigoes:

Definicao 5.3. Uma regido simples que tem apenas trés vértices com dngulos externos

v #0,1=1,2,3 é um tridngulo.

Definicao 5.4. Uma tridingulacdo de uma regiao reqular Q C S € uma familia finita T
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de regives /\;, i € {1,2,...,n} tais que:

(i) Q= Uiz Dis

(i) Para cada i € {1,2,...,n}, a curva 0A; tem trés vértices. Aos arcos de curvas
compreendidos entre 2 vértices consecutivos denominamos arestas € as regioes /\;

sao denominados faces da tridngulacdo;

(iii) Se i # j, i,j € {1,2,..,n}, entdo 2N;(A; pode ser uma das trés coisas: ou

NN A; =0 ou tem um vértice em comum ou uma aresta em comum.

Dada uma triangulacao 7' de uma regiao {2 C S de uma superficie S, denotaremos

por V, A e F, aos numeros de vértices, arestas e faces, respectivamente.

Definicao 5.5. O numero F' — E +V = x é chamado caracteristica de Euler-Poincaré

da triangulacao.

As proposicoes abaixo serdao apresentadas sem demonstracao.

Proposicao 5.1. Toda regiao reqular de uma superficie reqular admite uma triangulacao.

O resultado seguinte mostra que podemos obter uma triangulacao de uma regiao €2

de S em que cada triangulo esta contido em uma vizinhanca coordenada.

Proposicao 5.2. Seja S uma superficie orientada e {x,}, a € A, uma familia de
parametrizagoes compativeis com a orientacao de S. Seja 2 C S uma regiao reqular de
S. Entao existe uma tridngulacao T de € tal que todo tridngulo /N € T estd contido em
uma vizinhanga coordenada da familia {x,}. Além disso, se a fronteira de todo triangulo
de I\ for orientada positivamente, triangulos adjacentes determinam orientacoes opostas

na aresta comum a eles.
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Proposicao 5.3. Se 2 C S € uma regiao reqular de uma superficie S, a caracteristica de

Euler-Poincaré nao depende da triangulagao de Q2. Vamos denotd-lo por X ().

A proposicao anterior mostra que a caracteristica de Euler-Poincaré é um invariante
topologico de uma regiao regular R. Este fato possibilita uma classificacao topologica das

superficies compactas em R3.

Um célculo direto mostra que a caracteristica de Euler-Poincaré da esfera é 2, a do
toro (esfera com uma alga) é zero, a do bi-toro(esfera com duas algas) é —2, em geral a

de um n-toro (esfera com n alcas) é —2(n — 1).

Desfera X = 2 Aesferacomasa X = O A esfera com duas asas X = —2

A proposicao abaixo mostra que esta é a "lista topologica'de todas as superficies

compactas em R3.

Teorema 5.4. Seja S C R® uma superficie compacta e conexa. Entio um dos valores
2,0,—2,...,—2n... € assumido pela caracteristica de Euler-Poincaré x(S). Além disto, se
S" C R? € wma outra superficie compacta, coneza e orientdvel x(S) = x(5'), entao S €

homeomorfa a S'.

Este é o teorema de classificacao de superficies compactas conexas e orientaveis.

Em outras palavras, toda superficie compacta e conexa S C R? ¢ homeomorfa a uma
esfera com um ntmero g de alcas. O numero

_2—-x(5)

g 2

é chamado o género de S.

Vamos considerar uma regiao 2 C S regular de uma superficie orientada e seja 7

uma triangulacao de € tal que todo triangulo de 7 € 7, j = 1,...,k esteja contido em
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uma vizinhanca coordenada X;(U;) de uma familia de parametrizacoes {X,}, a € A,
compativeis com a orientacao de S. Seja f uma funcao diferenciavel em S.

A proposicao a seguir mostra que faz sentido falar sobre a integral de f sobre a regiao
Q.

Proposicao 5.4. Com a notagao actma, a soma

k
S [, fnEG — Ern,
j=1 i Uy

ndo depende da triangulacao T nem da familia {X,} de parametrizacoes de S.

Essa soma tem um significado geométrico e é chamada a integral de f sobre a regiao

regular Q. E comum denoté-la por [, fdo.

Com as defini¢oes e os resultados podemos enunciar o teorema de Gauss-Bonnet
Global.

Teorema 5.5 (Teorema de Gauss-Bonnet Global). Seja Q C S uma regiao regular de uma
superficie orientada e sejam C4, ...,C,, as curvas fechadas, simples e regulares por partes
que formam a fronteira de 02 de Q. Suponha que cada C; é orientada positivamente e

sejam 01, ...,0, o conjunto de dngulos externos das curvas C,, ...,C,. Entao

zi:/c ky(s)ds + //Q Kdo + Z:p:e, = 2mx(§2),

onde s denota o comprimento de arco de C;, e a integral sobre C; significa a soma das

wntegrais em todos os arcos de C;

Com esse teorema incrivel, que relaciona a caracteristica de Euler de uma superficie
compacta, que é um conceito puramente topologico, e sua curvatura gaussiana é que

encerramos nosso estudo neste trabalho.
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Consideracoes Finazis

No trabalho de conclusao de curso ¢ a primeira vez nos apronfudamos sobre um
assunto, é quando realmente comecamos a escrever o que estudamos formalmente, é o
momento em que a pesquisa se torna essencial e que o gosto pelo estudo torna-se fasci-

nante.

Estudar geometria diferencial de superficies foi um grande desafio, ja que no curso de
licenciatura em matematica nao temos essa disciplina. No entanto, fol muito prazeroso
poder estudar conceitos nunca vistos e usando os conhecimentos de calculo e algebra linear

estudados durante o curso, conseguir obter um bom aprendizado.

Poder construir o conhecimento desde a simples definicao de superficie regular até a
demonstracao do teorema de Gauss-Bonnet, passando por defini¢coes e resultados impor-
tantissimos ¢ muito gratificante e nos mostra quanta coisa existe para estudar sobre a

geometria diferecial e sobre a propria matemaética.

Por fim, esperamos que o estudo abordado neste trabalho possa ser itil a outras

pessoas que desejam estudar geometria diferencial.
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