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Resumo

Dado um corpo k e definindo uma k-dlgebra via diagramas podemos dualizar esta
estrutura e definir uma codlgebra apenas “revertendo” o sentido das flechas. Além disso,
definidos dlgebra e coalgebra, podemos pensar em uma nova estrutura que possui estru-
tura de dlgebra e coalgebra concomitantemente e chegar a definicdo de uma bidlgebra.
Agora, adicionando uma nova aplicacao & definicdo de bidlgebra, conseguimos a defini¢ao
de uma &lgebra de Hopf. Fazendo um estudo introdutério sobre geometria algébrica po-
demos definir um grupo algébrico afim, que é basicamente um grupo definido através
relagoes polinomiais. Feito isso, podemos agora relacionar estas duas estruturas de forma
bastante natural.

Palavras-chave: algebra de Hopf, geometria algébrica, grupo algébrico afim.



Abstract

Let k be a field and define a k-algebra by diagrams. We can dualize this structure
to define a coalgebra by “reversing”the orientations of the arrows. Moreover, with the
definitions of algebra and coalgebra in hands, we can think in another sctructure which
has both structures, algebra and coalgebra, to define a bialgebra. Now, adding another
map to the definition of bialgebra, we can get to the definition of Hopf algebra. Doing
an introductory study of algebraic geometry we can define an affine algebraic group,
witch is basically a group defined by polynomial relations. Now we can connect both
structures of Hopf algebra and affine algebraic group in a natural way.

Key-words: Hopf algebra, algebraic geometry, affine algebraic group.
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Introducao

Assumiremos que para a leitura deste trabalho o leitor ja é familiarizado com as
estruturas de anel, grupo e espaco vetorial, bem como a teoria de produto tensorial

entre espacos vetoriais.

Neste trabalho iremos tratar de dlgebras de Hopf e grupos algébricos afins e a relagao
entre estas duas estruturas. Uma &algebra de Hopf, assim chamada em referéncia ao
matematico alemao Heiz Hopf, é uma estrutura que é simultaneamente uma &algebra
e uma codlgebra com uma certa compatibilidade entra estas estruturas. Além do que
trataremos neste trabalho, algebras de Hopf ocorrem em diversos lugares, por exemplo:
na topologia algébrica, relacionadas com o conceito de H-espago, na teoria de esquemas

de grupos e na teoria de grupos.

Também precisaremos de uma breve introdugao sobre geometria algébrica, uma area
matematica que combina técnicas de dlgebra abstrata com a linguagem e problemas da
geometria. O estudo comegou principalmente com a escola italiana nos anos 1910 e 1920

e até hoje é estudado por diversos matematicos.

Os dois primeiros capitulos sao destinados a definir uma algebra de Hopf via algebras,
codlgebras e bidlgebras mostrando algumas propriedades e exemplos destas estruturas.

Para isso, usaremos como principal referéncia o livro [5] e o livro [1].

No terceiro capitulo, daremos uma introducao a geometria algébrica com o intuito
de demonstrar resultados que serao importantes para o capitulo seguinte e, por fim,
definiremos um grupo algébrico afim. No ultimo capitulo, objetivo principal do trabalho,
relacionaremos a estrutura de algebra de Hopf com a estrutura de grupo algébrico afim
e daremos alguns exemplos. Nesta ultima parte usaremos como principal referéncia o

livro [6] e para alguns resultados especificos usaremos [2] e [3].



1 Algebras e Codlgebras

No decorrer deste trabalho fixe k& como um corpo e considere todos os produtos
tensoriais sobre k até que mencionado o contrario. O objetivo deste capitulo é definir
a estrutura de k-dlgebra e de k-coalgebra, bem com demonstrar algumas propriedades.
Para comecar, definiremos uma k-algebra de duas maneiras: a forma “classica” e da
forma “categodrica” e, logo em seguida, demonstraremos a equivaléncia de ambas as

definigoes.

1.1 Algebras

Definicao 1.1. Uma k-dlgebra unital A é um anel com unidade que possui uma estrutura

de k-espaco vetorial e Voo € k, Y,y € A temos:
a-(ab) = (a-a)b=a(a-b),
em que ab representa a multiplicacdo do anel A entre os elementos a e b.

Definigao 1.2. Uma k-dlgebra unital é uma tripla (A, u,n), em que A € um k-espago
vetorial e p: AQ A — A en:k — A sdo aplicagoes k-lineares tais que os sequintes

diagramas comutam:

AR AR A2 A9 A e A® A
o N
pela “ ko A u Ak >

A®A
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em que 14 € a identidade em A e

p: A = kE®A v: A = ARk
e

a — 1 ®a a — a®lg
$G0 08 1s0morfismos canonicos.

As funcgées p e n sdo chamadas de multiplicacao e unidade respectivamente.

Observagao 1.3. A comutatividade do primeiro diagrama representa a associatividade
da dlgebra e nos diz que:

po(Ia®p)=po(n®la).

Ja o sequndo diagrama nos fornece

pom®Ia)op=1Ix e po(laomop=1Ia,
E esta relacionado com a unidade da dlgebra.

Proposicao 1.4. As definicoes de k-dlgebras dadas acima sdo equivalentes.

Demonstragdo. Primeiro, seja A uma k-algebra como na definicao 1.1. E facil ver que
a multiplicagdo do anel dada por M : A x A — A em que M(a,b) = ab é uma
aplicacao bilinear. Assim, pela propriedade universal do produto tensorial, existe tinica
w:A® A — A k-linear tal que u(a ® b) = M(a,b) = ab. Definan : k — A
por n(A) = Ala, em que 14 representa a unidade de A, e note que 7 é uma aplicagao

k-linear.

Agora, verifiquemos a comutatividade dos diagramas da defini¢ao 1.2. Sejam a, b, c €

A. Assim,

(ho(Ta®p))(a®b®c)=pla® pub®c)) = pula® be) = a(be)

(o (p®Ia))la®@b®c)=p(ula®b) ®c)= plab® c) = (ab)c.
Como A é um anel, temos a(bc) = (ab)c e assim po ([4 ®@ p) = po (nL® Ia).

Resta mostrar a comutatividade do segundo diagrama, isto é, po (n® I4) o =14
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epo(lyon)op=1I4. Dado a € A temos:

(no(la®n)oyp)(a) = (po(la®n))(a® 1) = pla®n(ly)) = an(ly) = als = a = I(a).

Ou seja, po (I4 ®n) ot = Idy. Analogamente, mostra-se que po (Ig4on)op = I4.

Assim, os diagramas comutam, e segue que (A, 1, n) é uma algebra pela defini¢ao 1.2.

Por outro lado, seja (A4, p,n) uma dlgebra como na defini¢ao 1.2. Assim, A é um
espaco vetorial. Precisamos mostrar que A também possui uma estrutura de anel. De

fato, defina a multiplicacao como

M: AxA — A
(a,b) +—  M(a,b) = ula®b) = ab.

A partir do comutatividade do primeiro diagrama, é ficil ver a associatividade de
M.

Sejam a, b, c € A, temos a(b+c) = p(a®(b+c)) = pla®@b+a®c) = p(a®@b)+p(a®c) =

ab + ac e, analogamente, mostra-se que (a + b)c = ac + be.

O elemento 7(1x) é a unidade, em que 1; é a unidade do corpo. De fato, como o

segundo diagrama comuta, dado a € A, temos

a=1Ix(a) = (uo(la@n)ot)(a) = (no(la®@n))(a®ly) = pla@n(ly)) = an(ly).
Do mesmo modo, mostra-se que a = n(1x)a.

Resta verificar a relacdo de compatibilidade. Sejam « € k e a,b € A temos

a(ab) = apla ®b) = pla(a ® b)) = plaa © b) = (aa)b

a(ab) = ap(a @b) = p(afa® b)) = jula ® ab) = a(ab)
. Portanto, a(ab) = (aa)b = a(ab). O
Exemplo 1.5. Todo corpo k € uma k-dlgebra sobre si mesmo.

Exemplo 1.6 (Algebra de Fungoes). Sejam k um corpo e X # 0 um conjunto. De-
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fina F(X) = {f : X — k; f € funcao}, entio F(X) € uma k-dlgebra com produto,
multiplicacdo por escalar e soma ponto a ponto.

Exemplo 1.7 (Algebra de Grupo). Seja G um grupo multiplicativo. A dlgebra de grupo
kG ¢é o conjunto de todas as combinacdes lineares finitas de elementos de G com coefi-

cientes em k, ou seja, dado x € kG temos

T =a191+ -+ angn,

emquea; €k eg €G,i=1,2,...,n. Em geral, denotamos
7= a9,
geG

em que ag = 0 a menos de uma quantidade finita de g € G.

Defina as operagoes como:

e Soma:

Z agg + Z bgg = Z(ag +bg)g.

geG geG geqG
o Multiplicacao:

(Z agg)(z bph) = Z CZ em que Cy = Z agbp,.

gelG heG zeG g,h€G
z=gh

o Multiplicagao por escalar:

A Z agg) = Z(Aag)g-

geG geG

Com as operacoes definidas acima, € facil ver que a 1pe € a unidade da dlgebra, em

que e € o elemento neutro do grupo, e que kG possui estrutura de k-dlgebra.
Exemplo 1.8 (Algebra Oposta A°P). Seja A um k-dlgebra. Defina p°? = por :
ARA— A, emquetT: AQ A — AR A € a aplicagao twist dada por T(a®b) = bR a.

Claramente, AP = (A, u?,n) € uma dlgebra.

Para simplificar, a partir de agora usaremos apenas dlgebra ao invés de k-dlgebra

unital.
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Proposicao 1.9. Sejam (A, pna,n4) e (B, up,np) duas dlgebras, entdo A @ B também

tem estrutura de dlgebra.

Demonstragdo. Jé sabemos que A ® B tem estrutura de espago vetorial. Defina
pasB : AQBRAR®B —AR®RB e nagp:k— A® B

como piaeB = (A @ pp) o (Ia @ T ® Ip) € nagp = (na ®nB)¢~', em que T ¢ aplicagao
twist e ¢ : Kk ® k — k é o isomorfismo canonico. Verifiquemos a comutatividade dos

diagramas da definicao. Sejam a1, a92,a3 € A e by, ba, b3 € B, temos

paeB © (Hass @ Iagp)(a1 ® b1 ® az ® be ® ag ® bs)
= piagB o (pa @ pp) o (In @ T ® IB)) ® Ingp)(a1 ® by ® az ® by ® az @ b3)
= prags © ((ta ® pB) ® Lagp)(a1 ® a2 ® b1 ® by ® a3z ® by)
= pagp(a1az ® biby ® az ® b3)
= (1A ® pp)(araz ® a3 @ biby @ bs)

= (alag)ag X (blbg)bg

pass © (Tags ® pagp)(a1 @ by ® az ® by ® a3 @ bs)
= piazB © (Tagp @ (LA @ pup)o (Ja®@T®Ip)))(a1 ® by ® az ® by ® ag @ bs)
= paeB © (Tags ® (kA ® pp))(a1 ® b1 ® a2 ® a3 @ by @ bs)
= pag(a1 ® b1 ® azaz ® babs)
= (A ® pp)(a1 ® agaz ® by ® babs)
= ay(agas) @ by(babs).

Como A e B sao algebras, segue que piagp © (tag @ I) = pagp o (I @ pags).
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Agora, dados a € A e b € B, temos:

(hagB o (NagB ® Iagp) 0 @)(a®b) = paesMaes(lk) ®a®Db)
= pagB(Ma(ly) @ np(lx) ® a @ b)
= na(lk)a®np(ly)b
= a®b.

Analogamente, mostra-se que (ftagp © (Iags ® Nagn) © V) = lagp. E assim, A® B é

uma k-dlgebra. O

Definigao 1.10. Uma dlgebra (A, u,m) € dita comutativa se o diagrama abaizo comuta

AR A T AR A

N

A
em que T € a aplicagdo twist definida acima. Em outras palavras, po T = u, ou seja,

para quaisquer a,b € A temos que
ab=p(a®b) =por(a®b) = p(b®a) = ba.

Definigcao 1.11. Seja A wma dlgebra. Um subespago vetorial B C A é dito uma
subdlgebra se (B ® B) C B.

Definicao 1.12. Seja A uma dlgebra. Um subespago vetorial I C A € chamado:

(i) Um ideal a esquerda (a direita) se p(A® 1) C I (n(I® A)C1);
(11) Um ideal se py(A®I+1® A) C I.

Definigao 1.13. Sejam (A, pua,na) e (B, up,np) duas dlgebras. Dizemos que f : A —
B € um morfismo de dlgebras se f € uma funcdo k-linear tal que os diagramas abaizo

comutam:

N N

B k
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O primeiro diagrama nos diz que f(ab) = f(a)f(b) para todos a,b € A e o sequndo
diagrama que f(14) = 1p.

Lema 1.14. Sejam Vi, Vo, W1, Wy espacos vetoriais, f : Vi — Vo e g : W1 — Wy
aplicagoes k-lineares. Entao ker(f ® g) = ker(f) @ W1 + V1 ® ker(g), em que ker(f) =
{z € Vilf(z) = 0}.

Demonstragao. Claramente ker(f) @ Wi + Vi ® ker(g) C ker(f ® g), mostremos que
ker(f ® g) C ker(f) @ W1 + V1 ® ker(g).

Seja (va)aca, uma base de ker(f) e completo com (v, )aeca, para formar uma base de
Vi. Assim, (f(va))aca, é um subconjunto LI de V5. Analogamente, tome (wg)gep, uma
base de ker(g) e complete com (wg)gep, para uma base de Wy. Novamente, (g(wg))geBn,
é um subconjunto LI em Wjs. Seja,
q= Z CaBVa @ wg € ker(f ® g).

acAjUAy
BeEB1UBy

Entao

Z Caﬁf(”a) & g(wg) = 0.

acAgy
BEB,

Como a familia (f(va) ® g(wg))aca, pen, € LI, segue que cop = 0 para todos o € Ag, 5 €
Bs. Logo, q € ker(f) ® W1 + Vi ® ker(g) e, portanto,

ker(f ® g) C ker(f) @ Wi + Vi ® ker(g).
O

Proposicao 1.15. Sejam A, B dlgebras e f : A — B um morfismo de dlgebras entdo:

(i) Im(f) € uma subdlgebra de B;

(ii) ker(f) é um ideal de A.

Demonstragdo. (i) Precisamos mostrar que pug(Im(f) ® Im(f)) € Im(f). Como f é
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um morfismo de élgebras, temos fopus = ppo (f @ f). Assim,

pe(Im(f) @ Im(f)) = pp(f(A)® f(A))
(npo(f @ f))(A®A)

= (fonra)(A®A)
fua(A® A)) € f(A) = Im(f).

Portanto, Im(f) é uma subélgebra de B.

(7i) Precisamos mostrar que ps(A® ker(f)+ker(f)® A) C ker(f). Note que (up o
(f@ ))(ker(f® f)) ={0}, e como f é morfismo de dlgebra, segue que (fopua)(ker(f®
) ={0}. Assim, pa(ker(f® f)) C ker(f), logo, pelo Lema 1.14, pa(ker(f)@ A+ A®
ker(f))) C ker(f). Portanto, ker(f) é um ideal de A. O

Proposicao 1.16. Sejam A uma dlgebra, I um ideal de A e w: A — A/I a projecao
canonica de espacos vetoriais. Entao:
(i) Existe uma unica estrutura de dlgebra em A/I tal que ™ € um morfismo de dlgebra;
(ii) Se f: A — B é um morfismo de dlgebras tal que I C ker(f), entdo existe um

iinico morfismo de dlgebras f : A/I — B tal que form = f.

Demonstragao. (i) Temos ker(m) = I e como I é ideal de A, pelo Lema 1.14, segue que
ulker(r@m)) = p(I®@ A+ A®I) C I. Assim, podemos definir uma tnica aplicagao
linear i : A/I ® A/I — A/I tal que o seguinte diagrama comuta:

A9 A—"" > A/T® AJI

A AT

Isto é, fio (T ® T) = 7o ju e para quaisquer a,b € A temos ab = 7o u(a®@b) = (7 ®
m)(a®b) =(@a®b). Note que @ = a + I = 7(a), para todo a € A. Agora, verifiquemos
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a comutatividade dos diagramas da definicao de dlgebra. Sejam @,b,¢ € A/I, temos:

(Fo(lar@pm)abee) = p@e (b))
a(be)

= a(bc)

= (ab)c

= (ab)e

= 7((ab) ®7©)

= (o (E® 1) @®bo70)

Da mesma forma, definimos 77 : k — A/I tal que m on = 7. Assim, para todo
a € A/I, temos:
(o (Iayr@m)orp)(a) =

|
3

Analogamente, mostra-se que (fio (R®14,r)op)(a) = @. Portanto, (A/I,71,7) é uma
algebra. Para verificar que m é um morfismo de dlgebras, basta verificar o diagrama no

inicio da demonstragao.
A unicidade da estrutura de algebra em A/I segue da unicidade de i e 7.

(79) Como I C ker(f), novamente pelo Teorema do Homomorfismo para espagos
vetoriais, existe uma tinica aplicacdo linear f : A/I — B tal que fom = f. Mostremos

que f é um morfismo de 4lgebras. Sejam @,b € A/I, entdo:

(fom@ed) = flr(ula®b))) = flab)
= (fopa)a®b) = (uBo(f®f))(a®b)
= ps(f(a) @ f(b)) = us(f(@) @ (b))
= (upo(f® fl@ed)).

E dado a € k, temos:

(fom)(a) = f(m(na(@))) = f(na(a)) =ns(a).
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Portanto, f é um morfismo de algebras. O

Corolério 1.17 (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Sejam A, B dlgebrase f : A — B

um morfismo de dlgebras. Entio f : A/ker(f) — Im(f) é um isomorfismo.

1.2 Coalgebras

Vimos anteriormente a definicdo de k-algebras de duas maneiras: a forma “cldssica”e
a forma “categdrica”. A importancia de definirmos uma k-algebra de maneira categérica,
é que, agora, podemos dualizar a definicdo de k-algebra invertendo o sentido das flechas

nos diagramas e obter uma nova estrutura a qual chamamos de k-codlgebra.

Defini¢ao 1.18. Uma k-codlgebra é uma tripla (C,A,e), em que C é um k-espago
vetorial, A : C — C R C ee: C — k sao aplicacdes k-lineares tais que os diagramas

abairo comutam

C A C®C e C
5071 wfl
A 194 ke C A C®k
eRI I®e
C®C Y CeCeC Ul

em que @ e P sdo os isomorfismos canénicos dados por:

p: C — kxC v: C — CRk
e

c = 1p;®c c = c® 1.
O primeiro diagrama é chamado de coassociatividade e nos diz que

(A®I)oA=(I®A)oA.

O segundo diagrama € chamado de axioma da counidade e nos diz que

plo(e@)oA=T=9¢ ' o(I®e)oA.
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A aplicacdo A € chamada de comultiplicagao e a aplicacao € de counidade.

Exemplo 1.19. Seja S um conjunto ndao-vazio e kS o k-espago vetorial com base S.
Entao kS € uma codlgebra com comultiplicagao A(z) = z®x e counidade e(x) = 1, para

qualquer x € S e estendidos por linearidade.

De fato, seja x € kS temos x =) a;x; com z; € S

(A®I)oA) (P aiw) = (ARIAQ aii))
= (A D)X ailzi ® x))
= Y ai(r; ®x; @ x4)
= A ai(x; @ xy))
= (I @A)(AQC aix:))
= (I®A)oA)(X asi)

(p7lo(e@A) o A) (X aizi) = (¢ o(e®A))(XC ai(z; @ 2;))
= ¢ (X ale))
= Zaimi

Analogamente, mostra-se a outra igualdade. Assim, seque que kS € uma codlgebra.

Observagao 1.20. Se V' ¢é um k-espago vetorial, usando o Lema de Zorn, é possivel
mostrar que todo espaco vetorial possui base. Assim, podemos introduzir uma estrutura

de codlgebra em V' como fizemos no Exemplo 1.19.

Exemplo 1.21. Seja C' um k-espago vetorial com base {c;m € N}. Entdo C' é uma

codlgebra com comultiplicacao e counidade

Alen) = p+a=mlc,®cq e elcm) = dom
p.q

)

respectivamente, em que p,q € N e [p+ q = m] € a fungio que é igual a 1 quando

p+q=m eigual a 0 quando p + q # m. Entao C' é uma codlgebra.

Demonstracao. Precisamos mostrar a comutatividade dos diagramas da definicao, isto
é, (A®I)oA = (I®A)oA. Basta fazer a conta para algum ¢, na base e estender por

linearidade. Assim:
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(A@DolA)(em) = (AR lp+q=mle©cy)

- gg[pwiqmwcp)@cq
= Shta=ml(Slr+s=ple o) e g
= :g:s[r+s+q=r’;1]cr®cs®cq

) (18 8)08)en) = (15 8)(Sla+p=mley5,)
= Sl p=rmlee® (Sl +5 = pler © o)
= qgl[q+r+s:m]cj®cr®cs.

q7r7s

Portanto, (A® I)o A = (I ® A) o A.

Resta mostrar a comutatividade do segundo diagrama, ou seja, ¢ 1o (e ®I)o A =

I=1"1o(Iog)oA. Param € N, temos:

(plo(e@I)oA)(em) = ((Pfl0(6®I)(§1[p+q:m]%®cq)
= pz;][p +q =mle(cp)eq
= Y.[p+q=mldopcy

Analogamente, mostra-se que ¢t o (I ® €) o A = I. Portanto, (C,A,e) é uma

codlgebra, chamada de codlgebra da poténcia dividida. O

Exemplo 1.22. Sejam n > 1 um inteiro e M¢(n, k) um k-espaco vetorial de dimensdo
n?, daremos uma estrutura de codlgebra para M¢(n,k). Denote por {e;;}i<ij<n uma

base de M€¢(n,k) e defina uma comultiplicacao e uma counidade por:
n
A(eij) = Z €ip & €pj € E(Sij) = 51']'
p=1
Dessa forma, M¢(n,k) é uma codlgebra, chamada de codlgebra das matrizes.

Demonstragao. Vamos mostrar a comutatividade do primeiro diagrama, isto é, (I® A)o

A = (A®I)oA. Basta fazer a conta para algum e;; na base e estender por linearidade.
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Assim,
(I®A)oA)(ey) = (I A)(Z eip ® €pj)
=1
= Z €ip @ A(epj)
p=1
= Y €ip® (2 epg ® eqj)
p=1 qg=1
= Y. eip ®epg ® egj
1<p,g<n
e

(AoDod)e) = (A ><§em®eq]>

A(eig) ®

(Z eip ® €pg) @ €qj

&

= Z €ip & €pg & €qj-
1<p,q<n

Portanto, (I ® A)o A= (A®1I)oA.

Mostremos, agora, a comutatividade do segundo diagrama, ou seja, o~ to(s®@I)oA =
I=v¢lo(I®e)oA. Temos

(p~to(e®I)oA)(ei;) = (sflo(s@f))(Z €iq @ €qj)

pf

I
M=

. e(eip)ep;

p

I
1=
=2

ipCpj
P

= I(eij)

Analogamente, mostramos o outro lado da igualdade e, assim, M¢(n,k) é uma

codlgebra. 0

Exemplo 1.23. Sejam G um grupo e kG a dlgebra de grupo. Podemos introduzir uma
estrutura de codlgebra a kG. Observe que {1,9}gec € uma base para kG. Assim, basta

definir uma comultiplicacdo e uma counidade nos elementos da base e estender por line-
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aridade.
A: kG — EGRKG e e¢: kG — k

g = g®g g = 1

1.2.1 Notacao de Sweedler

Nosso objetivo aqui, é introduzir uma notagao que ira facilitar o cdlculo de longas

composigoes que envolvam a comultiplicacao.

Dada uma codlgebra (C, A, ) podemos definir recursivamente (Ay,)p>1.

Ay = A C — CxC
Ap: C — C®---0C>

1

n+

em que A, = (A®I" 1) oA, 1, paran >2e I" ¢ a identidade em C ® --- ® C.
—_——

n

n

Dado ¢ € C vamos reescrever A(c) = Y ¢; ® ¢; como A(c) = Y- cq . Assim, para
i=0

n = 2 temos

Na(e) = (AeDod)(e) = (AD(Xew) ®cg)
= XX e @caye) ® )

Mas pela coassociatividade,

(T®A)oA) ) = (1A eq) ®cw)
= 222 ¢) D)) © ) e)-

Logo, Z E c)1) ®cay@ =>.>.cu (1) @ €(2)(2), qUe Vamos reescrever como
>.ca 2) ® 0(3) Dessa forma

An(c) = Zc(l) @+ @ Cln1)-

Ainda, pelo axioma da counidade, podemos escrever
c= D _ele)ee = Y calew).

A demonstragao do caso geral de que a notagao de Sweedler funciona depende de
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uma indugao e pode ser encontrada em [5], segdo 1.18.

1.2.2 Subcoalgebras e Coalgebra Quociente

Aqui, vamos fazer para codlgebras tudo que fizemos para algebras na se¢ao anterior

com seus devidos ajustes.

Definigao 1.24. Seja (C, A, €) codlgebra. Dizemos que C' € uma codlgebra co-comutativa

se o diagrama abairo comuta

A A
CoC—Twst g,

Em outras palavras, dado c € C' temos

Al) =) eqy®@e@) = Y c@) @y

Definigao 1.25. Sejam (C,Ac,ec) e (D,Ap,ep) duas codlgebras. Uma aplicagio k-

linear f : C — D € um morfismo de codlgebras se os sequintes diagramas comutam:

c—71 .p e C ! D
Acl lAD X\ %

. k .
C®C——=D&D

A comutatividade do primeiro diagrama nos diz que
Ap(f(e) =Y _ (0@ f)y =D Fleq) @ flew) = (f @ f)(A(e) , Ve e C
E a comutatividade do sequndo diagrama implica que
(ep o f)(c) =ep(f(e) =ec(c) , Vee C.

Definicao 1.26. Seja C' uma codlgebra. Um k-subespaco vetorial D C C € dito uma
subcodlgebra se A(D) C D ® D.

Observagao 1.27. Se D é como na defini¢ao acima, (D,A|p,e|p) € uma codlgebra.
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Definigao 1.28. Seja (C, A, ) uma codlgebra e I um k-subespago vetorial de C. Dize-

mos que:

(i) I € um coideal o esquerda (a direita) se A(I) C C @ I (respectivamente A(I) C
I®C);

(ii) I é um coideal se A(I) C(IRC+C®I) ec(I)={0}.

Exemplo 1.29 (I é coideal, mas I nao é coideal & esquerda nem a direita). Considere
o anel de polindmios k[x] que é uma codlgebra com comultiplicag¢io e counidade dados
por:
A"y =(z1+1®z)" , &e(x")=0, paran>1
All)=1®1 e e(1)=1.

Tome I = kx o k-subespago vetorial de k[x] gerado por x. Assim, A(x) =z®@1+1®@x €
(I @k[z]+ k[z] @ 1) e e(x) =0, logo I € um coideal.

Agora, suponha que I seja um coideal o esquerda, isto €, A(zx) € k[z] ® I, assim

temos que existem ¢; € k[z] e ax € I de modo que A(x) = ¢; ® ax. Mas

v = (go(I®e)oA)a)
= (¢l o(I®@e)(X i ®ax))
= Y ce(aiz)
= > caie(x)
= 0,

O que € um absurdo! Logo, I ndo € um coideal ¢ esquerda. Analogamente, mostramos

que I nao € um coideal a direita.

Proposicao 1.30. Seja f: C — D um morfismo de codlgebras. Entao

i Im(f) = f(C) € uma subcodlgebra de D.

it ker(f) é um coideal de C.

Demonstragdo. (i) Devemos mostrar que Ap(f(C)) C f(C)® f(C). Como f é morfismo
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de codlgebras, o diagrama abaixo comuta

c—' .p
S

Logo, dado c € C,

Ap(f(e)) = (f @ [)(Ac(e)) € (f @ f)(C®C) = f(C) @ f(O).
Portanto, f(C') é subcodlgebra de D.

(71) Vamos mostrar Ac(ker(f)) C (ker(f) ® C 4+ C ® ker(f)) e ec(ker(f)) = {0}.

Temos:

(Ap o f)(ker(f)) = 0 e como f é morfismo, (f ® f) o Ac(ker(f)) = 0. Logo,
Ac(ker(f)) C ker(f ® f), e pelo Lema 1.14, segue que, Ac(ker(f)) Cker(f)@ C+C®
ker(f).

Novamente, como f é morfismo, ec(ker(f)) = (ep o f)(ker(f)) = {0}. Portanto,
ker(f) é um coideal. O

Proposicao 1.31. Sejam (C,Ac,ec) e (D,Ap,ep) duas codlgebras, entio C @ D

também € uma codlgebra.

Demonstracao. Como C' e D sao codlgebras, em particular, C' e D sdo espacos vetoriais.

Assim, temos C'® D é um espago vetorial. Agora, defina
Acgp: C®D — CRDC®D e ecogp: CR®D — k,

em que Acgp = (Ic @ 7 ® Ip) o (Ac ® Ap), ecgp = ¢ o (ec ®ep). T é a aplicagao
twist e ¢ : k ® k — k é o isomorfismo candnico. Note que Apgp e ecgp sao aplicagoes

k-lineares pois sao a composicao de aplicacoes k-lineares.
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Vamos mostrar a coassociatividade. Sejam c € C' e d € D, entao:

((Acep ® Icgp) o Acgp)(c®@d) = (Acep ® logp)(d-cq) ® da) @ ¢2) ® d))
= Z(X)®WWU®WX)®WWQ®Q@®W®
= ) ®d) @ @) ® d) ® ¢z @ dg)

[§]

((Icep @ Acep) 0 Acgp)(c®@d) = (Icep ® Acep) (D ca) @ day @ c2) @ d(g))
= 2_cq) ®day ®ce)a) ® di)a) @ ¢)2) @ di2)(2)
= 2ocq) ®day ®cpe) ®dp) ®cE) Qdg).

Agora, mostremos a comutatividade do segundo diagrama;

(¢~ o (ecop @ Iogp) 0 Acep)(c®@d) = (9o (ecop ® loen)) (X ¢y @ d) @ ¢) © d(z))
= ¢ (Xecan(cn) ®@da)) @ o) @ d)
= ¢ (X ecleq)enldn)) @ cz) @ d)
= Y ec(eqy)en(da)(ce) ® dm)
= > ecleqy)ee) ® 2 en(day)de)
= c®d

Analogamente, mostra-se a outra igualdade. Logo, C'® D é uma codlgebra. O
Teorema 1.32. Sejam C uma codlgebra, I um coideal e w : C — C/I a projecao
canonica de espagos vetoriais, entao:

(i) Existe uma unica estrutura C'/I, chamada de codlgebra quociente, tal que ® € um
morfismo de codlgebras;
(ii) Se f:C — D é um morfismo de codlgebras com I C ker(f), entdo existe um tinico

morfismo de codlgebras f : C/I — D tal que form = f.

Demonstragao. (i) Como I é um coideal, entdao A(l) C (I @ C+C®1I)ece(l) = {0}.
Assim, ((r@m)oA)(I) C (r@7)(IC+C®I)) = {020}. Logo, I C ker((r@m)oA), desse
modo, podemos definir de maneira tnica A : C/T — C/I ® C/I tal que A = (7 ® 7)A.

Note que A ¢ k-linear, pois é composicao de funcoes k-lineares. Assim, o diagrama
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abaixo comuta:

C = C/I
» E
CeC C/IeC/I

Se c € C entao w(c) =ce

Ae) = ((m@m)oA)(c)
(m@m) (X cq) @ c)
= 2w ®T).

Agora, mostremos a coassociatividade:

(AeDoA)(e) = Ael)(Xeq) @)
= 2Cn) ®Cuye) ® @)
= ZC ) @ C(2) @ C(3)

(I@R)oA)e) = (@A) (Xeq) @e)
= 2.%1) 9Ce)a) D))
= ZC ®C(2 ®C()

Portanto, o primeiro diagrama comuta.

Agora, como ¢(I) = {0}, segue que I C ker(¢) e entdo podemos definir € : C/I — k
tal que €o 1 = ¢ (note que € ¢é linear pois é composigao de aplicagdes lineares), isto é,

dado ¢ € C, temos &(7(c)) = 2(¢) = e(c¢). Logo, o diagrama abaixo comuta

Dos diagramas acima, temos que 7 é um morfismo de codlgebras. Resta mostrar a



comutatividade do segundo diagrama da definicao de codlgebras. Seja ¢ € C' temos

(ploE@Igy)oBd)(©) = YE(Cw))Tw)
= 25(0(1))7T(C(2))
= W(Zg(c(l))C(Q))
= m(c)

= C

Analogamente, mostra-se a outra igualdade. Logo o diagrama abaixo comuta.

C/1
@_1 w—l

k@ C/I X C/Iek

C/I®C/I

Portanto, (C/I,A,2) é uma codlgebra.

28

(73) Como I C ker(f), entao f(I) = {0}. Assim, podemos definir de maneira dnica

um morfismo k-linear f : C/I — D tal que fonm = f, com isso, dado ¢ € C, temos

(@) = f(c). Mostremos que Apo f=(f®f)oAeepo f=%. Sejace C/I, temos

(Apof)e) = Ap

(ep o f)(@) =ep(f(c)) = ec(c) = ().

Portanto, f é um morfismo de codlgebras.
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1.3 A (Co)algebra Dual

Nesta secao iremos construir a algebra dual de uma codalgebra dada e, no caso em
que uma algebra possuir dimensao finita, construiremos a codlgebra dual desta algebra.
Dado um k-espago vetorial V', denotaremos por V* = Hom(V, k) o espago de todas as

transformacoes lineares de V em k.

O préximo lema tem participacado importante para apresentar a estrutura de co-
algebra dual a partir de uma &dlgebra de dimensao finita. A demonstragdo do lema se

encontra em [5] pl6, lema 1.3.2.

Lema 1.33. Sejam k um corpo, M, N eV k-espagos vetoriais e aplicacdes lineares
O M*"®@V — Hom(M,V),
® : Hom(M,N*) — (M ® N)* e
p:M*@N*— (M®N)*

definidas por
O(f@v)(m) = f(m)v para f € M*, v € V,m e M,

' (g)(m @n) = g(m)(n) para g € Hom(M,N*),m € M,n € N e
p(f®@g)(m®@n)= f(m)gn) para f € M*,g € N*,m € M,n € N.

Entao:

(i) ® € injetora. Se, além disso, V' tem dimensao finita, entao ® € um isomorfismo.
(i) @ € um isomorfismo.
(iii) p € injetora. Se, além disso, N tem dimensao finita, entdo p é um isomorfismo.
Corolario 1.34. Para quaisquer k-espacos vetoriais My, ..., M, a aplicacao

0 : Mi*® - @ M,* - (M ®-- @ M,)"
(fl@"‘@fn)(m1®"‘®mn) = fl(ml)fn(mn)

€ injetora. Além disso, se todos os espagos M; forem de dimensao finita, entdo 6 € um

isomorfismo.
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Demonstragdo. Basta aplicar inducdo no item (i7i) do Lema 1.33. O

Agora, sejam X,Y dois k-espacos vetoriais e v : X — Y uma aplicacido k-linear,

denotaremos por v* : Y* — X* o aplicacao definida por v*(f) = fowv para todo f € Y*.

Agora, podemos construir a algebra dual de uma coalgebra dada. Sendo assim, seja
(C, A, e) uma codlgebra, definimos as aplicagoes p : C*®@C* — C* como u = A*op onde
p € a aplicagao definida no lema 1.33,en:k — C* comon=e*o®, onde ® : k — k* é

o isomorfismo candnico.

Proposicao 1.35. (C*, u,n) € uma dlgebra.

Demonstragao. Denote u(f ® g) por f x g. Assim, da defini¢ao, temos

(f % 9)(c) = (A" o p)(f ® g)(c) = p(f @ g)(A(c)) = ) fler)g
para f,g € C* e c € C. Com isso em mente, temos que, dados f,g,h € C* e c € C entao

(fxg)xh)(e) = 2f*g)(cr)h(c2)
= > fler1)g(ea)h(es)
= 2 fla)(g*h)(c2)
= (fx(g=h))(c).

Logo, * é associativa.

Observe que se a € k e ¢ € C temos n(a)(c) = as(c). Para mostrar o comutativi-
dade do segundo diagrama da definicdo de algebra é equivalente a mostrar que n(1) é
a identidade da multiplicagao definida em u, isto é, n(1) x f = f*n(1) = f para todo
fecC
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De fato, dado f € C*, temos

(n(1) * f)(e) =

De modo similar mostramos a outra igualdade. O

A dlgebra C* definida acima é chamada de édlgebra dual da codlgebra C. A multi-

plicacao de C* é chamada de convolucao.

Exemplo 1.36. Seja S um subconjunto ndo vazio, e kS a codlgebra como no Exemplo

1.19. Entao a dlgebra dual é (kS)* = Hom(kS, k) com multiplicacao definida por

(fxg)(s) = (A%op)(f®g)(s)
p(f @ g)(A(s))

= p(feg)(s®s)
f(s)g(s)

para f,g € (kS)*, s € S.

Exemplo 1.37. Seja H a codlgebra como no exemplo 1.21. Entdo a dlgebra H* tem

multiplicacdo definida por

(f*g9)(em) = (A" o p)(f®g)(cm) = p )(Alem))
P ), P+ a=mlc, @ cy)
= Zp,q[p +q=m]|f(cp)g(cq)

para f,g € H*, m € N, e a unidade u : k — H*, u(a)(c,) = oo, para o € k en € N.

(fog
(fog

H* é isomorfo a dlgebra das séries formais k[[x]] via o isomorfismo

& : H* — k[[x chn

n>0
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De fato, tome f € ker(®). Assim, ®(f) = 3,50 f(cn) X" = 0, logo f = 0. Agora,
seja Y ,s0an X" € k[[z]]. Tome g :+ H — k dada por g(cn) = an, entio ®(g) =

Agora, serd que com uma édlgebra (A, u, n) podemos introduzir uma estrutura canoni-
ca de codlgebra em A*? Nao podemos fazer uma construgao similar com a que acabamos
de fazer para algebras pois nao existe um isomorfismo canénico (A ® A)" — A* @ A*.
Porém, se A tem dimensao finita, o morfismo canénico p : A*® A* — (A® A)" é bijetor

e portanto, podemos usar ,0_1.

Entao, se (A, u,n) tem dimensao finita, definimos A : A* - A*@ A*ec: A" > k
por A = p~lye e =n*, em que 1 : k* — k é o isomorfismo canénico, ¥(f) = f(1)
para f € k*.

Observe que se A(f) = >_gi ® h;, onde g;,h; € A*, entdo f(ab) = > gi(a)hi(b)
para todo a,b € A. Além disso, se (g},h})j ¢ uma familia finita de elementos em
A* tal que f(ab) = Zgg(a)h;-(b) para todo a,b € A, entdo, pela injetividade de p,
2.0 ®hi=3g; @ N

Assim, podemos concluir que A(f) = > g;®h; com a propriedade f(ab) = >_ gi(a)h;(b)

para quaisquer a,b € A.

Proposicao 1.38. Se (A, u,n) é uma dlgebra de dimensao finita, entao (A*, A e) é uma

codlgebra.

Demonstragdo. Sejam f € A* e A(f) = 32, 9;: ® hi. E tome A(g;) = >, gi; @gl; e
A(hi) =2 by ; ® hi ;. Entéo

(A®DA(f) = Zgg,j ®g;;®hie
%,

ITRMA(f) =D gi@h;®h];.
1,5

Considere a aplicagao 0 : A* @ A* ® A* - (A® A® A)" definida por (u @ v ®
w)(a®b® c) =ul(a)v(b)w(c) para u,v,w € A* e a,b,c € A. Note que 6 é injetora pelo
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corolario 1.34. Mas
G(Zi,j g;,j ® ngj ®hi)a®b®c) = % gg,j(a)ggtj (b)hi(c)
= igi(ab)hi(c)
~ flabo

0 g ®hi;@hi)avb®c) = 3 gi(a)® hi;(b) @ hi;(c)
1,] 2Y)
= >_gi(a)hi(be)
= f(abc).

Assim, pela injetividade de 6 obtemos que
Zgé,j ®g;; ®hi = Zgi ® hi; @ hi;
‘1j '7‘7’

isto é, A é coassociativo.

Agora,

(¢t o(e®I)oA)(f)(a) =

Logo, >, e(gi)hi = f. Analogamente ) . e(h;)g; = f e, portanto, temos a propriedade

da counidade. O
Proposicao 1.39. Sejam A, B dlgebras e C, D codlgebras temos:
(i) Se f: C — D é um morfismo de codlgebras, entao f*: D* — C* é um morfismo
de dlgebras.

(i) Se f: A — B é um morfismo de dlgebras com dimensado finita, entdo f* : B* — A*

€ um morfismo de codlgebras.
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Demonstragdo. (i) Seja d*,e* € D* e c € C. Entao

(f(d" xe™))(e) = (d" x e")(f(c))

= d*(f(cr))er(f(ez
= (f*(d)(e1)
= (f*(d") =

fA(d*) f*(e*). Além disso, f*(ep) = epf = e¢ e, portanto, f* é um

E entdo, f*(d*e*) =

morfismo de dlgebras.

)
fH(e)(e2)

fr(e))(e).

(7i) Precisamos mostrar que o seguinte diagrama comuta

B*

o

B*® B*

Seja b* € B*, podemos escrever (Ag« o f*)(b*) = Au«(b* o f) =
ijj ® gj. Denote por py : A* ® A* —

Ap-(b%) =

para quaisquer a,b € A, temos

pa((Ba-o f*)(b"))(a®b) =

pa((f* @ f*)Ap-(b")(a @ b)

A*

A*® A*

.9 @ h;i e

(A® A)" a injegao canodnica, assim,

(paoAaro f*)(b")(a®b)
(na™ o fr)(0*)(a®b)
fr(0")(pala ® b))
f(b*)(ab)

b*(f(ab))

(f*®@f*)oppolAp(b*)(a®D)
pp*(0*)((f @ f)la®b)
pp*(0*)(f(a) ® f(b))

*

S

f
f

a)f(b))
ab)).

S

(f(
"(/(
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Pela injetividade de p4, segue a comutatividade do primeiro diagrama. Além disso,

eas(f7(07) = f1(0%)(1a) = b"(f(1a)) = b"(1B) = ep~(b").

Assim, f* é um morfismo de codlgebras. O

Dada uma algebra de dimensao finita A, conseguimos introduzir uma estrutura de
codlgebra no dual A*. No caso em que A tem dimensdo infinita, também podemos
associar uma estrutura de codlgebra, porém nao usaremos o espaco dual inteiro A*, mas
um subespago dele. A construcao do dual finito de uma algebra pode ser encontrada em

[5], secao 1.5.
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2 Algebra de Hopf

Estamos quase chegando a definicao de uma algebra de Hopf. O objetivo deste
capitulo é definir dlgebra de Hopf e dar alguns exemplos e propriedades. Para isso nos
restam duas coisas, definir bidlgebra e aplicagao antipoda. Feito isso, basta juntar essas
duas defini¢oes para definir uma algebra de Hopf, que é basicamente uma bidlgebra com

antipoda.

2.1 Bialgebras

Seja H um k-espaco vetorial que possui, simultaneamente, estrutura de algebra
(H, p,n) e codlgebra (H,A,e). A préxima proposicdo mostra a compatibilidade entre
essas duas estruturas. Lembrando que H ® H possui tanto estrutura de dlgebra quanto

codlgebra.

Proposicao 2.1. Sdo equivalentes:

(i) As aplicagoes e n sdo morfismos de codlgebras.

(ii) As aplicagoes A e € sao morfismos de dlgebra.

Demonstragao. Temos que i : H @ H — H é um morfismo de coalgebras se, e somente
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se, os seguintes diagramas comutam

H®H a H
A®Al

H®H®HH A
I®T®Il

H®H®H®H H®H

MR

HoH—" H

k———k

emque (IQTR1)o(A®A) = Aggy é a comultiplicacio de H® H e Po(e®¢e) = egon-
A aplicagdo n : k — H é um morfismo de codlgebras se, e somente se, 0s seguintes

diagramas comutam

k ! H
o1 A
k®k H®H
nen
e

k ! H
x /
k .

Note que A é um morfismo de algebras se, e somente se, o primeiro e o terceiro
diagramas comutam, e € é um morfismo de algebras se, e somente se, o segundo e o

quarto diagrama comutam. Portanto, segue a equivaléncia. O

Definicao 2.2. Seja H um k-espaco vetorial, dizemos que H é uma bidlgebra se H
possui estrutura de algebra (H,p,n) e codlgebra (H, A, ¢) tal que A e & sao morfismos

de dlgebras.
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Observagao 2.3. Com o fato de de A e € serem morfismos de dlgebras, a notacdo de

Sweedler nos possibilita escrever as sequintes igualdades

> .(hg)1) ® (hg)2)y = A(hg)
= A(h)A(g)

= XCha)®he)90) @ 9e2))
= 2 hmga) @ hge)

e(hg) = e(h)e(g).
Além disso, A(lg) =1g @1y ee(ly) = 1k.

Observagao 2.4. Diremos que uma bidlgebra tem uma propriedade P, se sua estru-
tura de dlgebra ou de codlgebra tiver a propriedade P. Por exemplo, podemos falar de
bidlgebras comutativas (se sua estrutura de dlgebra for comutativa) ou bidlgebra cocomu-

tativas (se sua estrutura de codlgebra for cocomutativa).

Exemplo 2.5. Jad vimos que o corpo k possui estrutura de dlgebra e de codlgebra dada
por A 1 k = k®k o isomorfismo candnico, e € : k — k a identidade em k. Assim,

resta-nos verificar que A e £ sdo morfismos de dlgebra.

De fato, sejam a, \ € k, temos
Alad) =ad®@1=(a®1)(A®1) = A(a)A(N),

A(l) =1®1 = 1xzk,

e(aX) = aX =e(a)e(N)

e(1) =1.
Portanto, k é uma bidlgebra.

Exemplo 2.6. Sejam G um grupo e kG a dlgebra de grupo cuja estrutura de codlgebra

¢ dada por A(g) = g® g e e(g) = 1. Verifiquemos que A e € sao morfismos de dlgebra.

Sejam g,h € kG (g,h na base de kG ), temos

A(gh) = gh® gh = (g ® g)(h ® h) = A(g9)A(h)
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e(gh)=1=1-1=¢(g)e(h)

Portanto, kG ¢ uma bidlgebra.

Outra possibilidade para construir novas bialgebras é considerar o dual de uma

bidlgebra de dimensao finita.

Proposicao 2.7. Seja H uma bidlgebra de dimensao finita. Entao H* com a estrutura
de dlgebra dual da codlgebra H e com a estrutura de codlgebra dual da dlgebra H é uma

bidlgebra, chamada bidlgebra dual de H.

Demonstragao. Denotamos por A e € a comultiplicagao e counidade de H, e por d e E a

comultiplicacdo e a counidade de H*. Lembramos que dado f € H* temos E(f) = f(1x)
e d(f)=>f1® fa, em que f(ab) =>_ fi(a)f2(b), para quaisquer a,b € H.

Agora, mostremos que § é morfismo de algebra. De fato, sejam f,g € H* com

() =2 ®f,dg=>01®g eabec H, temos

(fxg)(ab) = 3 f((ab)1)g((ab)2)
= > flaibr)g(azb2)
= > fila1) f2(b1)g1(az)g2(b2)
= 2 (fi*xg1)(a)(f2* g2)(b).

Assim,
§(fxg) = YAfixg)® (fa2*ga)
= ([ ® )1 ®g2)
= >_0(f)d(g)-

Além disso, £(ab) = e(a)e(b) para quaisquer a,b € H. Logo, §(¢) = e ®¢, e assim, §

é um morfismo de algebras.

Agora, mostremos que F é morfismo de dlgebras. Temos

E(f*g)=(f*9)(lu) = f(lw)g(lu) = E(f)E(g)

ainda, E(¢) = e(1y) = 1. Portanto, H* é uma bialgebra. O
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Definicao 2.8. Sejam H e L duas k-bidlgebras. Dizemos que uma aplicacdo k-linear
f+ H — L é¢um morfismo de k-bidlgebras se f ¢ um morfismo de dlgebras e um morfismo

de codlgebras.

Teorema 2.9. Sejam H uma bidlgebra, e I um subespaco vetorial de H que é um ideal
(da estrutura de dlgebra de H) e um coideal (da estrutura de codlgebra de H). Entdo
as estruturas de dlgebra quociente e codlgebra quociente H/I define uma bidlgebra, e a

projecao canonica p: H — H/I é um morfismo de bidlgebra.

Demonstragdo. Da estrutura de codlgebra em H/I, temos que dado h € H, A(h) =
Y h1 ® hg e E(h) = e(h). Verifiquemos que A e & sdo morfismos de algebra.

De fato, sejam h,g € H, temos

A(hg) = 3 (hg)h ® (hg)2

= > (h1 ®h2)(g1 ® 72)
A(h)A(g).

Claramente, A =1 ® 1. Agora,

e(hg) = e(hg)
e(h)e(g)
= ¢(h)e(g).
E ainda, (1) = ¢(1) = 1. Portanto, H/I é uma bidlgebra. O

Corolario 2.10. Seja H wma bidlgebra e I um subespaco vetorial como no teorema
acima. Se H € comutativa (cocomutativa) entdo a bidlgebra H/I é comutativa (cocomus-

tativa,).

2.2 Algebra de Hopf

Nos resta um ultimo detalhe: a aplicacao antipoda. Para isso, fagamos a seguinte

construgao.
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Sejam (C,A,e) uma coalgebra, e (A, p,n) uma &lgebra. Definimos no conjunto
Hom(C, A) de todas as aplicacoes k-lineares de C' em A, uma estrutura de algebra com

multiplicacao, denotada por %, dada por

(f*g)(c) = flen)gl

para quaisuqger f,g € Hom(C, A) e para todo ¢ € C. Tal multiplicagdo definida acima é
associativa pois, dados f,g,h € Hom(C, A) e ¢ € C, temos

(Fxg)xh)(c) = 2(f*g)(er)h(ca)
= 2 fle)g(e)h(cs)
= > fler)(g*h)(e2)
= 2 (fx(gxh))(o).

A unidade da algebra Hom(C, A) é noe € Hom(C, A) pois

frmoe)(c) =Y _ fler)n( = fler)elea)l = f(e).

Logo, f * (noe) = f e analogamente, (noe) * f = f.

Note que no caso em que A = k, temos que * é o produto de convolucdo definido
na algebra dual da coalgebra C. Por isso, no caso em que A é um &algebra qualquer,

também chamaremos * de produto de convolugao.

Agora, considere um caso especial da construcao acima. Seja H uma bidlgebra.
Denote por H¢ a estrutura de codlgebra de H e por H® a estrutura de algebra de
H. Assim, podemos definir uma estrutura de algebra em Hom(H¢ H®) como fizemos
acima, em que a multiplicacao é definida por (f * g)(h) = >_ f(h1)g(h2) para quaisquer
fig € Hom(H®, H®) e para qualquer h € H. Note que a unidade em Hom(H¢® H®) é

noe e também que a aplicagao identidade I : H — H é um elemento de Hom(H¢, H).

Definicao 2.11. Seja H uma bidlgebra. Uma aplicagao linear S : H — H € chamada
de antipoda da bidlgebra H se S € a inversa da aplicacdo identidade I : H — H com

respeito ao produto de convolu¢ao em Hom(H€¢, H®).
Definigao 2.12. Uma bidlgebra H é dita uma dlgebra de Hopf se H possui uma antipoda.

Observagao 2.13. Da definicao de dlgebra de Hopf, podemos fazer as seguintes ob-
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servacoes:

(i) Dada uma dlgebra de Hopf, entao a antipoda € inica, pois € o inverso do elemento

I na dlgebra Hom(H¢, H®).

(ii) Se S : H — H ¢é uma antipoda, entdo podemos escrever S «1 = 1xS =mnoe, e

assim

(S*I)(h) = S(h1)I(hg) =Y S(h1)ha = (noe)(h) =n(e(h)) = e(h)1ny

(I%S)(h)=> I(h1)S(hg) =Y S(ha)ha = (noe)(h) =n(e(h)) = e(h)1ln
Portanto, Y S(h1)ha = > h1S(h2) = e(h)1x, para todo h € H.

(iii) Como uma dlgebra de Hopf é uma bidlgebra, diremos que uma dlgebra de Hopf
satisfaz uma propriedade P, se sua estrutura de dlgebra ou de codlgebra satisfizer

a propriedade P.

Definicao 2.14. Sejam H e B duas dlgebras de Hopf. Uma aplicacao f : H — B ¢€

chamada um morfismo de dlgebras de Hopf se € um morfismo de bidlgebras.

Na definicao de um morfismo de dlgebras de Hopf, nao pedimos nada a respeito da
antipoda. Assim, poderiamos nos perguntar se dado um morfismo de algebras de Hopf,
tal morfismo preserva a antipoda. De fato isso acontece e a préxima proposicao nos

mostra isso.

Proposicao 2.15. Sejam H e B duas dlgebras de Hopf com antipodas Si e Sp. Se
f:H — B € um morfismo de dlgebras de Hopf, entdo Spo f = f o Sy.

Demonstragdo. Considere a algebra Hom(H, B) com o produto de convolugao e os ele-

mentos Spo f e foSy desta dlgebra. Mostremos que ambos os elementos sao invertiveis
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e tém a mesma inversa f, e daf teremos Sp o f = f o Sy. De fato,

((Spo f)*f)(h) = 2(Spo f)(h)f(h2)
= 225B(f(h))f(he)
(

= > SB(f(h)1)f(h)2
= Y en(f(h)1s
= > en(h)lp.

Logo, Sp o f é inversa a esquerda de f. Também

(f=(foSu))(h) = 22 f(h)(f o Su)(hs)
= > f(h)f(Su(h2))
= fOCMmSu(h2))
= [(eu(h)ln)
= en(h)lp.

Assim, fo Sy é inversa a direita de f. Segue que f é invertivel no produto de convolugao

e a inversa a esquerda e a direita sao iguais. O
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3 Geometria Algébrica

3.1 Introducao

Fixe k um corpo algebricamente fechado. Definimos n-espago afim sobre k como o
conjunto de todas as n-uplas com elementos de k, e denotaremos por A} ou simplesmente
A"™. Os elementos P € A" serdao chamados de pontos, e se P = (a1, ...,a,) com a; € k,

entao chamaremos a; das coordenadas de P.

Seja klx1,...,z,] o anel de polindmios com n varidveis sobre k. Interpretaremos
elementos de k[z1,...,z,] como fungdes do m-espago afim para k, definindo f(P) =
flai,...,an), em que f € k[z1,...,2,) e P € A". Assim, se f € A é um polinémio,
podemos falar do conjunto dos zeros de f, isto é, Z(f) = {P € A™; f(P) = 0}. Mais
geralmente, se T' é qualquer subconjunto de k[x1, ..., x,], definimos o conjunto dos zeros

de T' como os zeros comuns de todos os elementos de T',ou seja,
Z(T)={Pec A" f(P)=0,VfeT}
E facil ver que se (T) é o ideal de k[z1, ..., x,] gerado por T, entdo Z(T) = Z((T)).

Definicao 3.1. Um subconjunto Y de A™ € dito um conjunto algébrico se existe um

subconjunto T C k[x1,...,x,] tal que Y = Z(T).
Proposigao 3.2. Se k ¢ um corpo algebricamente fechado, entdo k € infinito.
Demonstragdo. Suponha k finito, digamos k = {ag,...,an}, em que ag = 0 e a; = 1.

Agora, considere p(z) = (x —agp) - - - (x —a,) + 1. Claramente, p(z) é ndo constante e nao

tem raizes em k. Uma contradigao com o fato de que k é algebricamente fechado. O
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3.2 Topologia de Zariski

A préxima proposi¢gdo nos permitird introduzir uma topologia no n-espaco afim A™.

Proposicao 3.3. A unido de dois conjuntos algébricos € um conjunto algébrico. A
intersec¢do de qualquer familia de conjuntos algébricos € um conjunto algébrico. O

conjunto vazio e o espago todo sdo conjuntos algébricos.

Demonstragao. Se 'Yy = Z(T1) e Yo = Z(1T), entao Y1 UYs = Z(T1Ts), em que 1175 é o
conjunto de todos os produtos de um elemento de 77 por um elemento de 7T5. De fato,
se P €Y, UYs, entao ou P € Y7 ou P € Y5, logo, P é zero de todo polinomio em T775.
Por outro lado, se P € Z(T1T,), e suponha P ¢ Y7, isto é, existe um polindémio f € T}
tal que f(P) # 0. Agora, dado qualquer g € Ty , temos (fg)(P) = 0, e assim, g(P) = 0,
portanto, P € Ys.

Se Y, = Z(T,) é uma familia qualquer de conjuntos algébricos, entao é facil ver que
NY, = Z(UTy).

Por fim, ) = Z(1) e A™ = Z(0). O

Definicao 3.4. Definimos a topologia de Zariski em A" tomando os conjuntos abertos
como o complementar de conjuntos algébricos. Isto € uma topologia, pois, sequndo a
proposi¢do acima, a intersec¢ao de dois conjuntos abertos é um conjunto aberto, e a
unido de qualquer famidlia de conjuntos abertos é um conjunto aberto. Além disso, o

conjunto vazio e o espaco todo sdo abertos.

Exemplo 3.5 (Conjuntos Algébricos na reta afim Al). Jd sabemos que todo ideal em k|x]
é principal, isto €, todo ideal de k[x] é gerado por um inico elemento. Assim, todo con-
Junto algébrico é o conjunto dos zeros de um unico polinomio. Como k é algebricamente
fechado, todo polinomio nao nulo f(z) pode ser escrito como f(x) =c(x—ay) - (x—ay)
com c,ai,...,an € k. Logo, Z(f) = {a1,...,a,}. Com isso, podemos concluir que os
conjuntos algébricos de A' sdo apenas os subconjuntos finitos (incluindo o conjunto va-
zio) e o espago todo. Em vista a Proposi¢do 3.2, note que, em particular, esta topologia

nao € Hausdorff.
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Exemplo 3.6. S! C A? pode ser considerado um conjunto algébrico em que S* = Z(x%+

y? —1). Da mesma forma podemos ver S*> como conjuntos algébrico de A3.

Definicao 3.7. Um subconjunto nao-vazio Y de um espago topologico X ¢é dito irre-
dutivel se ele nao pode expresso como uniao de dois subconjuntos proprios Y = Y1 U Ys,

em que cada um deles € fechado em Y. O conjunto vazio nao é considerado irredutivel.

Definigao 3.8. Uma variedade algébrica afim (ou simplesmente uma variedade afim) é

um conjunto fechado irredutivel de A™ (com a topologia induzida).

Exemplo 3.9. Pela Proposicio 3.2, A ¢é irredutivel, pois seus subconjuntos fechados

Proprios sao conjuntos finitos.

3.3 Teorema dos Zeros de Hilbert

Agora, vamos explorar a relagao entre subconjuntos de A" e ideais de k[z1, ..., zy].

Para isso, dado um subconjunto Y C A", definimos o ideal de Y por

IY)={feA f(P)=0,VPeY}

O préximo teorema, conhecido como Teorema dos Zeros de Hilbert, tem papel im-
portante para demonstracao de alguns resultados. Daremos trés equivaléncias para este
teorema para um corpo algebricamente fechado e a demonstracao pode ser encontrada

em [2], secao 8.4.

Teorema 3.10. Sejam k um corpo e n um inteiro positivo, sao equivalentes:

(i) Os ideais mazimais de k[z1,...,xy,) sao da forma (x1—a1,...,Tp—ay), a1,...,a, €
k.

(i) Se I é um ideal de klx1,...,x,] e Z(I) =0, entao I = k[z1,...,2,]. Equivalente-

mente, se I é um ideal préprio, entao Z(I) # (.

(iii) Se I € um ideal de k[xy,. .., x,], entdo I(Z(I)) = VI. Em que /I é o radical de
1 definido por

VI={fe Elxi,...,zn]; [T € I para algum inteiro positivo r}
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(iv) k € algebricamente fechado.

3.4 Ideais vs Conjuntos Algébricos

Comecaremos esta secdo com uma proposicao que nos ajudara na demonstragao de

muitos resultados. Para simplificar, denotaremos Z(I(Y)) = ZI(Y).
Proposicao 3.11. :
(1) Se Th C Ty sao subconjuntos de k[x1,...,xy], entdo Z(Ts) C Z(T1);
(i) Se Y1 C Y sao subconjuntos de A", entao 1(Ys) C I(Y7);
(iii) T CIZ(T) e Y C ZI(Y);
(iv) ZIZ(T) = Z(T) e IZI(Y) = I(Y);

(v) Para quaisquer dois subconjuntos Y1, Yo de A", temos 1(Y1 UYa) = I(Y1) N1(Y3).

Demonstragao. Os itens (i), (ii), (iii) e (iv) s@o imediatos. Vamos mostrar o item (v).

(v) Seja f € I(Y1UY3) entdo f(x) = 0 para todo = € Y1 UY3, em particular f(y) =0
para todo y € Y7 e f(z) = 0 para todo z € Y. Logo, f € I(Y1) e f € I(Y2), isto é,
f S I(Yl U Yg)

Por outro lado, dado f € I(Y1) N1(Y3), temos que f(x) = 0 para todo = € Y] e
f(y) =0 para todo y € Y. Assim, para z € Y1 UYs, z € Y] ou z € Ys, logo f(z) =0, ou
seja, f € (Y1 UY3). O

Lema 3.12. Sejam A um anel comutativo, I,...,1I, ideais de A e R um ideal primo
contendo NM;_,I;. Entao R O I; para algum i e se R = N}_I;, entao R = I; para algum

1.

Demonstragdo. Suponha que R 2 I; para todo i, entao para cada i existe x; € I; tal que
x; ¢ R. Assim,

Mas como R é ideal primo, temos que [[z; ¢ R. Portanto, R O I; para algum i.
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Agora, se R =NlI;, entdao R C I;, logo R = I;. O

Proposicao 3.13. Seja Y um conjunto algébrico de A", entao Y € irredutivel se, e

somente se, I(Y) é um ideal primo.

Esta proposicao nos dd uma nova caracterizacao para variedades afins e a sua de-

monstragao pode ser encontrada em [6] item 1.4. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.14. Como o ideal nulo em klxi,...,z,] é um ideal primo e Z(0) = A",

temos que A™ € irredutivel.

Exemplo 3.15. Seja f um polinémio irredutivel em k[z,y]. Entdo o ideal gerado por f
em kl[z,y] é um ideal primo. Assim, Y = Z(f) é irredutivel e chamamos da curva afim

definida pela equacao f(x,y) = 0. Se f tem grau d, dizemos que Y € uma curva de grau
d.

Exemplo 3.16. Mais geralmente, se f é um polinomio irredutivel em k[xi,..., zy],
obtemos uma variedade afim'Y = Z(f), o qual chamamos de superficie se n = 3, ou

uma hipersuperficie se n > 3.

3.5 Morfismos

Definicao 3.17. Seja Y C A™ um conjunto algébrico afim, definimos o anel de coorde-

nadas afim A(Y) de'Y por w

Observacao 3.18. Se Y ¢ uma variedade afim, entdo A(Y) = W é um dominio
de integridade, pois 1(Y') € um ideal primo.

Definicao 3.19. Sejam X C A" e Y C A" wariedades afins. Dizemos que uma
funcao ¢ : X — Y € um morfismo se existem 1, . ..,y € A(X) tais que para todo

(x1,...,2pn) € X temos que

o(r1, . yxn) = (V1(x1, .o )y oo U (1, -+ o Tm))-

Observacgao 3.20. Dada uma variedade afim X C A", morfismos ¢ : X — Al sdo o

mesmo que func¢des polinomiais em X pois, pela definicdo, existe ¥ € % tal que

(1, oy xn) = V(1,00 Tp).
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Definicao 3.21. Uma k-dlgebra comutativa A € dita finitamente gerada quando existe

um homomorfismo sobrejetor de k-dlgebras ¢ : k[x1,...,x,] — A.

Observagao 3.22. E possivel mostrar que o funtor X — A(X) induz uma equivaléncia
categorica contravariante entre a categoria de variedades afins sobre k e a categoria das

dalgebras finitamente geradas sobre k. Tal demonstragdo pode ser encontrada em [6] item

3.8.

Sejam X,Y variedades afins e @ : X — Y é um morfismo entdao, podemos definir
o comorfismo @* : A(Y) — A(X) dado por &*(f) = fo ® para f € A(Y). A préxima

proposicao mostra algumas propriedades destas aplicagoes.

A proxima proposicao mostra algumas propriedades destas aplicagoes e a sua de-

monstragao pode ser encontrada em [4] secao 6.6.

Proposicao 3.23. Sejam X,Y, Z conjuntos algébricos, ® : X — Y, : Z — X morfis-

mos de conjuntos algébricos e @* : A(Y) — A(X) o comorfismo de ¢ entao

(i) *(f) € A(X) para f € A(Y);
(i) ®* € um morfismo de dlgebra.
(iii) (id)* = id

(iv) (@ o) = v o b*

O proximo lema é importante para mostrar resultados no capitulo seguinte e sua

demonstragao pode ser encontrada em [6] Lema 4.2.

Lema 3.24. Seja f um polinémio irredutivel de k[z1,...,x,]. Considere Z(f), entdao

A"\ Z(f) € isomorfo a Z(g) C A" em que g = xpi1f — 1. Em particular A"\ Z(f) é

uma variedade afim, e seu anel de coordenadas € T f1)
n

3.6 Produto de Variedades

Aqui, vamos definir o produto entre duas variedades e mostrar algumas propriedades.
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Sejam X C A" e Y C A™ variedades afins. Entao X x Y C A" com a topologia
induzida é irredutivel. A variedade afim X x Y é chamada do produto de X e Y. De
Fato, suponha X = Z(T) e Y = Z(U) para algum T C k[z1,...,x,]| e para algum
UCklyl,...,ym), entdo X x Y = Z(T'UU) vendo elementos de T'U U como elementos
de k[z1, ..., Tn,s Y1y s Ym)-

O resto desta secao sera destinado a mostrar que A(X xY) = A(X) @ A(Y). Para

isso, precisaremos de alguns lemas:

Lema 3.25. Seja P um ideal primo de k[z1,...,x,], entdo
p= (1 M
MDP

M ideal mazimal

Demonstragdao. Claramente, P C NM. Agora seja g(x) ¢ P. Como P é um ideal primo
e pelo teorema dos zeros de Hilbert, temos que I(Z(P)) = v/P = P. Assim, existe

2% € Z(P) tal que q(2°) # 0. Considere o ideal maximal M = (z1 — 29,..., 2, — 29).
Logo, como q(x°) # 0, g(z) ¢ M. Além disso, note que {2} = Z(M) C Z(P), logo
M D P pois ambos os ideais sao radicais. Portanto, g(x) ¢ NM. O
Lema 3.26. Seja A uma k-dlgebra finitamente gerada. Entdo A = M, para algum

ideal I. Além disso, se A € um dominio de integridade, entao I € um ideal primo.

Demonstragao. Basta usar a defini¢ao e o primeiro teorema do isomorfismo e a segunda

parte é trivial. O

Lema 3.27. Sejam A, B e C k-dlgebras e sejam o : A — C, ¢ : B — C morfismos de
dlgebras tal que (a)(b) =Y (b)p(a) Ya € A e Vb € B entao

eXRyYy: ARB — C
a®b — @(a)p(d)

€ morfismo de k-dlgebras.

Demonstragao. Vamos usar a propriedade universal do produto tensorial para mostrar
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que ¢ X esta bem definida. Considere

pXyY: AxB — C
(a,0) = (a)i(b)

e note que, como @ e 1 sdo morfismos de algebras, ¢ x 1 é bilinear. Assim existe tinica

pXRyY: ARB — C
a®b — @(a)p(d)

CoOmo queremaos.

Agora, sejam a,c € A e b,d € B temos

eXRY((a®@b)(cad) = pKRi(ac® bd)

= plac)y(bd)
= p(a)p(e)p(b)y(d)
= p(a)y(b)e(c)p(d)
= pXYa®b)pRP(c®d).
Por fim, note que ¢ X ¢)(14 ® 15) = p(14)¢¥(1p) = 1ol = 1¢. O

Lema 3.28. Existe um isomorfismo de dlgebras
kElxy, ...,z @ k[y1, - ym] Z k[z1, . 20, Y1, -+ Ym]-

Demonstragao. Considere ¢ : k[z1,...,x,] @ kly1, ..., Ym] = kX1, Tny Y1, .- - Ym] tal
que p(z) ® q(y) — p(x)q(y) que, pelo Lema 3.27, é morfismo de &dlgebras. Agora, tome
p(z)®q(z) € ker(yp), entao p(x)q(z) = 0 e como k é algebricamente fechado, ou p(z) = 0
ou ¢(x) = 0. Suponha h € k[x1,...,Zn,Y1,...Ym], assim b = p(z1,...,2,)q(Y1, -, Ym)
em que p(x1,...,2Ty) € k[z1,...,xn] e q(Y1, ... Ym) € k[y1, ..., ym]. Portanto, p(p®q) =
pq = h. O

Lema 3.29. Sejam A, B k-dlgebras unitais, I um ideal de A e J um ideal de B. Entao
A B A®B

1977 T@1p,14®J)

em que I®1={i®1;ieI}.
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Demonstragdo. Note que ¢ : AQ B — A/I ® B/J definida por a®b— (a+1)® (b+J)
é morfismo sobrejetor. Mostremos que ker(p) = (I ® 1,1 ® J).

De fato, claramente (I ® 1,1 ® J) C ker(y). Agora, defina

T TolleJ)
(a+1,b+J) — a®b

Assim, f estd bem definida e é bilinear, logo, existe um homomorfismo sobrejetor

A B A® B
e ® = =
VT T T Tetia
Ou seja, a aplicacao
Yoo AR B R A®B
?ker(p)  (I®1,10J)
que leva a ® b em a ® b estd bem definida. Portanto, ker(¢) C (I ®1,1® J). O

Definicao 3.30. Seja X C A", defina o fecho de X, X, como a interseccdo de todos os

conjuntos fechados que contém X.

Proposicao 3.31. Se Y um conjunto qualquer de A™, entdo ZI(Y) =Y.

Demonstragdo. Temos que Y C ZI(Y), que é um subconjunto fechado. Assim,

Y= (] XczIy)

XDY
X fechado

Por outro lado, seja W um conjunto fechado que contém Y. Temos W = Z(J), para
algum ideal J de k[z1,...,zy]. Logo, W = Z(J) 2 Y e, portanto, J C IZ(J) C I(Y).
Logo, W = Z(J) D ZI(Y). Assim, ZI(Y) =Y. O

Lema 3.32. Sejam k um corpo algebricamente fechado e A um k-dlgebra finitamente

gerada. Entao todo ideal primo de A € a interseccao dos ideais maxrimais que o contém.

Demonstracao. Basta aplicar os lemas 3.25 e 3.26. ]

Lema 3.33. Sejam k um corpo algebricamente fechado e A, B k-dlgebras que sdo dominio

de integridade. Entao A ® B é um dominio de integridade.
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Demonstragdo. Suponha, por contradicao, que existam r = Y a; ® b e s = > ¢; @ d;
nao nulos tais que rs = 0. Considere A" = ({a;} U{¢;})r e B’ = ({b;} U{d;})k, como A
e B sao k-algebras finitamente geradas, temos A’ e B’ k-dlgebras finitamente geradas.
Assim, como A’ ® B’ C A ® B, basta resolver o problema em A’ ® B’. Sem perda de
generalidade, podemos supor {a;} e {¢;} LI

Afirmagao 1. Para todo homomorfismo ¢ : B’ — k, temos ker(¢) 2 {b;} ou ker(p) D

{d;}.

De fato, considere
Iy®e: A9B — A
a®b — pba
e note que
0 = (Ta®p)(rs)

= ([a®p)(X;;aic; ® bid;)

= > pbidj)aic;
(> ‘P(bi)ai)(Zj o(dj)c;)
Como A’ é dominio, >, ¢(bi)a; =0 ou >, ¢(dj)c; = 0. Assim, p(b;) = 0 ou p(d;) = 0,

pois {a;} e {c;} s@o LI, o que conclui a afirmagao.

Agora, pelo teorema dos zeros de Hilbert, temos que B’/m = k com m maximal,
logo o nucleo de ¢ : B — B’'/m é m, ou seja, todo ideal maximal de B’ é o ntcleo de
alguma ¢ : B" — k. Neste caso, todo ideal maximal de B’ se encaixa em alguma familia
Py de todos os ideais maximais de B’ que contém todos os b;’s ou P, de todos os ideais

maximais de B’ que contém todos os d;’s.

Assim, pelo lema 3.32,
{0y= Y m=()mn(() m
m<B’ meP; mePs

Denote por I1 = (,,cp, m € la = [,,cp, M- Logo, como I1I> C I1 NIz, entdo I I2 = {0}.
Como {0} é primo, I; = 0 ou I = 0. Assim, b; = 0 para todo i ou d; = 0 para todo j.
Contradigao! Logo rs # 0. O

Lema 3.34. Sejam X,Y conjuntos algébricos. Entdo:
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(i) XNY =Z(I(X)+1(Y));

(i) (XNY) = /I(X)+1(Y).

Demonstragao. (i) “ C 7 Sejam z € X NY e p(x) € I(X) + I(Y). Assim, p(z) =0e
portanto z € Z(I(X) + I(Y).

“D7” Sejaze Z(I(X)+I(Y)), entdo z € Z(I(X)) ez € Z(I(Y)), logo z € X e
2z €Y. Assim, temos z € X NY.

(ii) Por (i), X NY = Z(I(X) + I(Y)), aplicando I, temos [(X NY) = I(Z(I(X) +
I(Y)). Pelo teorema dos zeros de Hilbert, (X NY) = /I(X) + I(Y). O

Lema 3.35. VI +J = \/\ﬁ—l— VI

Demonstracdo. A inclusio é ébvia, mostremos entdo que vI +J 2 VVI +VJ.

Seja x € VNI ++/J, entdo ™ € /T ++/J para algum n > 1. Assim, 2" = r + s

onde ™ € I e sP € J para m,p > 1. Logo, 2™*P) ¢ [ + J e portanto z € VT +J O

Para simplificar as contas, denote por k[X| = k[z1,..., 2], k[Y] = kly1,...,ym] €
EX,Y]=k[x1,...,Zn Y1y Ym)-

Lema 3.36. Se I um ideal primo de klx1,...,z,] e J um ideal primo de kly1, ..., Ym]

Entao
kX] kY] . EX]®EY] . k[X,Y]

I 7 Uetield) Jhio)

em que (I) e (J) sdo os ideais gerados por I e J em k[X,Y], respectivamente.

kY]

Me—séo
T J

Demonstracao. O primeiro isomorfismo segue do Lema 3.29. Como
dominios de integridade, pelo Lema3.33, @ ® @ é dominio de integridade e, portanto,

(I®1,1® J) é ideal primo. Agora, considere o isomorfismo do Lema 3.28
0k X]QKkY] — k[X,Y]

Afirmamos que ¢ manda o ideal (I ® 1,1 ® J) em /(I) + (J). De fato, claramente
o(I®1,1®J)) C \/{I)+ (J). Por outro lado, temos ¢~} (I) C (I®1,10J) e o~ 1(J) C
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(I®1,1®J). Assim, o 1((I) + (J)) C I ®1,1® J) e, portanto, o1 (y/{I) + (J)) C
VIeLieh=I®1,1c.J). O

Agora, usando os lemas anteriores podemos mostrar o seguinte teorema.

Teorema 3.37. Sejam X C A" e Y C A™ wvariedades afins entao A(X) @ A(Y)
AX xY).

Il

Demonstragdo. Sejam X e Y variedades afins, considere os conjuntos X' = X x A™ e
Y = A" x Y. Note que X’ = Z({I(X))) visto como ideal em k[X, Y], logo X’ é conjunto
algébrico e, da mesma forma, Y’ também é um conjunto algébrico. Agora, note que

X xY =X'NY' e observe que

AXxY) =  AX'NY)
kE[X,Y]
I(X'nY’)
Lema 3.34 ]C[X, Y]

3.7 Grupos Algébricos Afins

Definicao 3.38. Seja G uma variedade afim que admite uma estrutura de grupo. Se as
aplicacoes
m: GxG —- G e s: G - (G

(r,y) — xy r = x!
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sao morfismos de variedades afins, entao dizemos que G é grupo algébrico afim ou sim-

plesmente um grupo algébrico.

Definicao 3.39. Sejam G, H dois grupos algébricos. Uma aplicacao ¢ : G — H,
dizemos que @ € um morfismo de grupos algébricos se ¢ é um morfismo de variedades

afins e wum homomorfismo de grupos.

,

Observagao 3.40. Sejam G um grupo algébrico afim e H um subgrupo de G. Se H ¢
fechado entao H também € um grupo algébrico afim, neste caso dizemos que H é um

subgrupo algébrico afim.

Exemplo 3.41. Considere G, o grupo aditivo dado a partir de k = A', isto é, (k,+).

Entao G, € um grupo algébrico com morfismos m(z,y) =z +y e s(x) = —x.

Demonstragdo. Ja vimos que A é uma variedade afim e admite a estrutura de grupo de
forma natural a partir do corpo k, resta mostrar que m e s sao morfismos de variedades
afins. Mas para isso, basta notar que m e s sao dados através de funcoes polinomiais de

A? para A! pela Observacio 3.20. Logo, G, é um grupo algébrico afim. O

Exemplo 3.42. Considere Gy, como o grupo multiplicativo dado a partir do conjunto
k\ {0} de A, isto ¢, (k\,-) com morfismos m(x,y) = zy e s(x) = 71, entdo G, é um

grupo algébrico afim.

Demonstragdo. Note que Gy, pode ser visto como {z € Al;x # 0} logo, pela Lema 3.24,

_ k[zy]

Gy, ¢ uma variedade afim e seu anel de coordenadas é A(Gy,) =17

Agora, note que m(z,y) = vy € A(Gy, X Gm)% e, portanto, m é morfismo

de variedades afins. Para mostrar que s é morfismo de variedades, temos

klz,y]

A(Gm) = <$y _ 1>a

logo, s(x) = 27! € A(G,,) representado pelo morfismo x + y. Portanto, s é morfismo

de variedades e G, é grupo algébrico afim. O

Exemplo 3.43. Sejam n > 1 e M, (k) o conjunto de todas as matrizes n x n com
coeficientes em k. Denote o subconjunto de M, (k) de todas as matrizes n X n com

determinante diferente de zero por GL, = GL,(k) = {A € My(k);det(A) # 0}, entao
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GL, € um grupo algébrico afim com a multiplicagao usual de matrizes e a inversa dada

pela matriz dos cofatores, isto €, morfismos dados por
n
m((aij)ij, (bij)ij) = (Z irbrj)ij
r=1

e dado A € GLy (k)
S(A) = det(A)_lAji

em que A;j € a matriz dos cofatores e Aj; a transposta da matriz dos cofatores de A.

Demonstragao. M, (k) pode ser identificado pelo espago afim A™ em que cada coorde-

nada de (ai1,...,any) representa uma entrada da matriz
ailr -+ Qln
ap1 -+ Qpp

Assim, GL, pode ser escrito como {P € A™;det(P) # 0} em que det ¢ um polinémio

de k[x11,...,Tnn] tal que det(ayq, ..., an,) é o determinante da matriz
ail -+ Glin
ap1 - Gpp

Logo, pelo Lema 3.24, GL,, é uma variedade afim com anel de coordenadas A(GL,) =

k[xll "“7'Tnn7y]
(det-y—1)

Da mesma maneira que fizemos no exemplo anterior, m € A(GL, x GL,) e s €

A(GL,) = W representada pelo morfismo (ai1,. .., ann) — Aji -y, temos que
m e s sao morfismos de variedades. Portanto, GL,, é um grupo algébrico afim. O

Exemplo 3.44. Sejan > 1. O conjunto de todas as matrizes n X n com determinante
igual 1 com coeficientes em k, denotado por SLy(k) = SL,, é um subgrupo algébrico
afim de GLy,.

Demonstragao. De fato, temos que SL, é um subgrupo de GL,, que é fechado pois ¢é
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definido pelos zeros do polinémio nos coeficientes das matrizes det — 1. ]

Exemplo 3.45. Assim como no exemplo anterior, temos que o conjunto Dy, das ma-
trizes diagonais n X n com determinante diferente de zero, o conjunto T,, das matrizes
triangulares superiores com determinante diferente de zero, o conjunto U, das matrizes
triangulares inferiores com determinante diferente de zero, sdo todos subgrupos fechados

de GLy, logo, grupos algébricos afins.
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4 Grupos Algébricos e Algebras de
Hopf Comutativas

Nos capitulos 1 e 2, definimos algumas estruturas com o intuito de definir a estrutura
de algebra de Hopf e no terceiro capitulo desenvolvemos matematica suficiente para
definirmos uma variedade afim e seus morfismos. Neste capitulo, vamos conectar essas

duas estruturas que aparentemente nao possuem nada em comum.

Vimos no capitulo anterior que dado um morfismo de variedades ¢ : X — Y,
podemos associar o seu comorfismo ¢* : A(Y) — A(X), e é isso que utilizaremos para,

a partir de um grupo algébrico afim, associar uma algebra de Hopf.

Dado um grupo algébrico afim G com morfismos m : G x G - Ge s : G = G,
vamos mostrar que A(G) possui estrutura de algebra de Hopf. Para isso, vamos associar
os comorfismos de m e s, a fim de definir a comultiplicacao e a antipoda. Um problema

que possivelmente nos atrapalharia é que quando associamos o comorfismo de m, obtemos
m:GxG—G=m": AG) = A(G x G).

E para definir a comultiplicacdo precisamos de um morfismo que va de A(G) para o
produto tensorial A(G) ® A(G). Porém, também vimos no capitulo anterior, que dadas
duas variedades afins X e Y A(X xY) =2 A(X) ® A(Y), um dos principais resultados

para dar continuidade a esta segao.

Teorema 4.1. Seja G um grupo algébrico afim, entao A(G) € uma dlgebra de Hopf.

Demonstragao. J& sabemos que A(G) é uma algebra.

Afirmacao 2. A(G) é uma codlgebra.



60

Demonstra¢ao. Podemos representar um grupo como sendo um conjunto G com aplicagoes

m:GxG— Geu:{lg} — G tais que os diagramas a seguir comutam

GxGxG—"  _axG e Gx@
uxI Ixu
mxt " {1} x G m G x {1¢a}.
GxG— G *\\\\\\\ ///////7
G

O primeiro diagrama d& a associatividade da operacao do grupo e o segundo diagrama
da o elemento neutro a esquerda e a direita. Ainda é necessdria mais uma aplicagao

e um diagrama comutativo para denotar inverso de cada elemento, mas este usaremos

mais tarde.

Agora, associando os respectivos comorfismos nos diagramas acima obtemos

AGxGx Q)< AGx @)
1) .
A(G % )~ A(G)
e - A(G % G) "
uxt)” Iy
A({lc}t x G) m* \\\\\ji?7x{1c})
\\\\\\\\&14«;)2////////

Que sao diagramas comutativos pela Proposicao 3.23. Agora, denotando A = m* e
g P PpOSI¢ gora,

e = u* temos A(f)(z,y) = f(zy) (note que A(f) : G x G — k) e e(f) = f(1g) para
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f € A(G) e z,y € G. Ainda, como A(G x G) = A(G) ® A(G), temos que os diagramas

A(G) A A(G) ® A(G)

A I®A

k® A(G) A

A(G) ® A(G)
comutam, e estes sdo exatamente os diagramas da coassociatividade e counidade. Assim,

A(G) é uma codlgebra. O

Afirmacao 3. A e ¢ sdo morfismos de dlgebras.

Demonstragdo. Para mostrar que A é morfismo de algebras devemos verificar que os

diagramas
A(G) ® A(G) 292 A(Q) ® AG) ® A(G) @ A(G)
raG) HAG)RA(G)
A(G) R A(G) ® A(G)
A(G) 2 L AG) ® AG)
m& /@Z@A(G)
k

comutam.
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Primeiramente, dado ) f; ® g; € A(G) @ A(G), temos

(Ao pya)O fi®wg)x,y) = AR figi)(z,y)
= > figi(zy).

Por outro lado,

paGeA@) o (ARA)X fi®a)(z,y) = paeae (O AS) @ Ag))(z,y)
paeac) (O filzy) @ gi(zy))
= > figi(zy).

Assim, temos a comutatividade do primeiro diagrama. Agora, note que A(1) = 1 para

concluir a comutatividade do segundo diagrama. Portanto, A é morfismo de algebra.

Facamos a mesma coisa para €. Dado ) f; ® g; € A(G) ® A(G) temos

(copa) X fi®g) = e figi)
= > figi(le)

(roe®e)X fi®wg) = (> e(fi) ®e(gi))
= (X fille) ® gi(le))
= > figi(le).
Para o segundo diagrama, basta notar que £(1) = 1. Portanto, ¢ também é morfismo de

algebras. 0

Com as duas afirmacgoes anteriores, temos que A(G) possui estrutura de bidlgebra,
para concluir o teorema no resta mostrar que A(G) possui antipoda. Para isso, vamos
usar novamente a estrutura de grupo de G com a aplicacdo e o diagrama que ficaram
faltando da Afirmacao 1. Podemos representar o fato de que todo elemento de um grupo

ter inverso com a aplicagdo s : G — G e o seguinte diagrama comutativo

GXGLG*d;GXG

| lso Jox

GXG?GWGXG,
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em que
p: G - G e ¢Yv: G - GxGCG
g = lg g — (99)
Assim como na Afirmacao 1, vamos associar os respectivos comorfismos a fim de que s*
seja a antipoda de A(G), ou seja, denotando s* = S precisamos da comutatividade do

seguinte diagrama

AGx G)—2~ A(G) EAGxG)
I®S noe S®I
A(G x G) X A(G) X A(G x G).

Para obter tal diagrama vamos verificar que ¢* = noe e ¥* = u (j4 vimos que m* = A).

De fato, dados f € A(G) e z € G, temos:

¢ (N)@) = (feop)(x) = flp() = f(1a)

(nee)(f) =n(e(f) =n(f(1y) = f(1c)

Agora,

e vendo p em A(G x G) temos
p(f)(x) = f(z, )

Portanto, S = s* é antipoda e assim A(G) é uma algebra de Hopf.

d

Agora vamos considerar alguns de nossos exemplos de grupos algébricos afins e

explicitar os morfismos na estrutura de algebra de Hopf.

Exemplo 4.2. Para o grupo algébrico afim G, do Exemplo 3.41, temos que A(Gq) =
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Mel . Como Gy = k= A, I(G,) = {0}. Assim,

~

A(z)(a,b) =x(a+b) =a+b,

logo,

Alz)=z1+1®x
e

S(z)(a) = z(—a) = —a
Assim,

Exemplo 4.3. Para o grupo algébrico afim G,, do FExemplo 3.42, como visto anterior-

mente podemos ver Gy, como Z(g) C A% em que g = xy — 1. Assim,

_ Klz,yl K[,y
ACn) = 7200 = Ty — 1)

Logo,
e(z)=2(1) =1
A(z)(a,b) = z(ab) = ab.
Portanto,
Alx) =z
S(z)(a) =x(a™) =a?

Exemplo 4.4. Sejam S' = Z(2? +y?> — 1) C A% e [ = (2® + y?> — 1). Podemos ver
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Z (2% +1y?—1) como o subconjunto dos complexos mddulo 1. Assim, dados a+bi e c+di

temos (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i. Entao

A(x)(a+ bi,c+ di) = z((ac — bd) + (ad + be)i) = ac — bd,

logo
Alz) =2z —y®uy.
A(y)(a+ bi,c+ di) = y((ac — bd) + (ad + be)i) = ad + be,
logo
AlyY) =z@zx+y®y.
e(z)(a+bi) = (x)(1+0i) =1,
e

e(y)(a+bi) = y(1+ 0i) = 0.

Neste exemplo podemos observar que x representa a funcdo cos, y representa a
funcao sen e que a comultiplicacao € dada pela formula trigonométrica de adicdo de

arcos.

Exemplo 4.5. Identifiquemos o grupo algébrico afim GLy (k) com Z(g) em AP e
que g =y - det — 1. Assim,

A(GLn) _ k‘[l'lla...,llinn,y] B k[$117---,$nn,y]

I(Z(g))  (det-y—1)
Logo,
e(xij) = xi5(In) = ij-€sima entrada da matriz identidade = 0;;
e
A(zij)(A, B) = 24j(AB) = 1ij-ésima entrada de AB.
Entao,
A(x5) = Z Tip @ T
k=1
e

S(xij(A)) = xij(A_l) = ij-ésima entrada de A~

E como SLy (k) € um subgrupo de GLy (k) que € fechado, basta fazer a restricao de cada
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aplica¢ao acima para obter que SLy,(k) € um grupo algébrico afim.

E possivel mostrar que o funtor G — A(G) define uma equivaléncia contravariante
entre a categoria de grupos algébricos afins e as algebras de Hopf comutativas, isto é,
para todo grupo algébrico G conseguimos uma dlgebra de Hopf comutativa e, por outro
lado, dada uma &dlgebra de Hopf comutativa, conseguimos um grupo algébrico afim. Tal

demonstragao pode ser encontrada em [4] segao 7.2.
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Conclusao

Vimos que a partir da definicao de uma algebra, conseguimos dualizar esta estrutura
“revertendo” o sentido das flechas nos diagramas da definicdo de uma algebra e obter a
definicao de uma codlgebra. Conseguimos definir uma bidlgebra como uma estrutura que
possui tanto estrutura de algebra quanto de codlgebra com uma compatibilidade entre
estas estruturas. Por fim, definimos uma algebra de Hopf como sendo uma bidlgebra

que possui uma aplicacao antipoda.

Com um estudo introdutério de geometria algébrica, conseguimos definir um grupo
algébrico afim e mostrar resultados suficientes para relacionar a estrutura de grupo

algébrico afim com a estrutura de algebra de Hopf.

O trabalho foi desenvolvido ao longo do ano de 2014 e nao tem um final, possui uma
continuacao natural dentro do estudo feito. Apesar da grande parte do trabalho ter sido
feita em 2014, o inicio se deu no final de 2013, onde tive a oportunidade de comecar a

estudar uma introducao a geometria algébrica.

No comego de 2014, o estudo das &lgebras de Hopf se deu inicio junto com um
semindrio realizado com o professor orientador deste trabalho, dois mestrandos e outro
professor do Departamento de Matemadtica. O semindrio foi de grande importancia para

o desenvolvimento do conteiido e ajudou a sanar as duvidas.

A maior parte do trabalho se deu no segundo semestre. O estudo necessario de
algebras de Hopf para o objetivo do trabalho estava quase pronto, e eu pude relacionar

todo o conteudo estudado no ano anterior com o recém estudado.
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