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9.4 EXERCICIOS

1. Seja a = {w,, wa, w,; )} uma base de ¥, um espago vetorial real com pro-
duto interno {, ).

2 5
[“]a =|-1] e {V]a =| 2
3 =3

Se (u, vy = 2, a base « ¢ ortonormal?
2. Ache valores para x e y tais que [_T )6] seja uma matriz ortogonal.

3. Sejam a = {(1, 1), (2, 0)} e § = {(-], 0), (2, 1)}. A partir das bases a ¢
§ construa bases ortonormais, usando o método de Gram-Schmidt. Se estas
novas bases forem o e § respectivamente, mostre que a matriz de mudanga

[

de base [I]g, é ortogonal.

4. Dada uma matriz A cujas colunas s3o vetores ortonormais, prove que Aé
ortogonal.

5 Seja T(x, y, 2) = (2x + y, x +y +z, y - 3z) de R?® em R?® com produto
interno canonico.
a) Mostre que T é um operador auto-adjunto mas nao ortogonal.
p)Se v = (2, -1,5) ¢ w= (3,0, 1), verifique que Tv, w) = v, Tw).
¢) Exiba uma base de autovetores de 7 e verifique que ¢ uma base ortogo-
nal, A partir desta base, escreva uma base ortonormal.

a t] 0
6. Dadaa matriz A = |0 b ¢
0 ¢ b

@) Mostre que os autovalores sio g, b +ce b - c
b) Ache uma base de autovetores.

7. Seja o operador linear T:R® »R? cuja matriz em relagdo d base candnica ¢

1 4 2
4 -5 -4
2 -4 1

Exiba uma base ortonormal de autovetores.
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8 M it
(();m:‘ que uma tralnsformagao ortogonal do plano no plano deixa invariante
a distancia entre dois pontos, isto &, dados

10 u e v vetores quaisquer do pla-

2

I7¢u) - (W) = flu - v

(Sugestdo: use o teorema 9.3.3 (d).)

9. a) Most : i
) Mos .re que se T:e ‘uma transformagao ortogonai do plano no plano, sua
atriz em relagdo 4 base candnica sé pode ser da forma:

A=|Ca -sena
en o COS o

ou da forma

B= | sena
Sen @ -Ccos @
(Sugestio: 9.3.3 (d).)
b) Observe que se a matriz de T for da forma dada por A. T seri uma ro-

tagdo de um angulo a (veja 5.2.4.). Mostre que B= A - J onde J =

_ |1 0 .
) [0 -I:' - {J ¢ a matriz em relago 4 base candnica de reflexdo no

eixo-x. Veja 5.2.2. Conclua finalmente, usando composigdo de fungdes
que se a transtormacdo T for dada por B, T serd uma reflexio através de
uma reta do plano que passa pela origem.

10. Sejam ¥ um espago vetorial real de dimensio n, com produto interno {, ) e
(}i". T;»}l;’ um operador linear auto-adjunto. Se ¢ for uma base 0rton0m;al
e V, chamemos de i @ i 3o i
A a matriz [T]a‘ Consideremos a transformagdo linear

TA O o cr dada por

onde x; € C (C = conjunto dos nu g
e meros complexos) e .
candnico em C", dado por P Jeo produto interno

V. wic =x, 7, +x0, + .+ Xn¥n
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X1 Y

para v = | | ew= | (Veja 8.6)
Xn Yn

a) Mostre que T, tem sempre autovalores. (Sugestdo: Lembre-se de que um
polindmio sempre tem raizes se estivermos trabalhando sobre os nuimeros
complexos.)

b) Mostre que (Tyv, Wy, = v, Ty w), para quaisquer v, w € C". (Sugestdo:
Siga a idéia do teorema 9.2.3))

¢) Mostre que os autovalores de T, sdo necessariamente reais. (Sugestdo:
Chame de A um autovalor de T, com autovetor v. Lembre que para um
nimero complexo A ser real, basta que ele seja igual ao seu conjugado.
Desenvolva entdo (T v, v), de dois modos distintos, utilizando o item ()
e as propricdades de produto interno sobre um espago vetorial complexo.
Veja 8.6.)

d) Mostre que os autovalores de T e T, sdo os mesmos,

¢) Utilizando os resultados anteriores, conciua que um operador linear auto-
-adjunto tem autovalores ¢ eles sdo necessarjamente reais.

11. Seja ¥ um espago vetorial real de dimensdo »n, T:¥ — ¥ um operador linear

auto-adjunto e v € ¥ um autovetor de 7.

a) Mostre que fv], o espago gerado por v, é invariante por aplicagdo do ope-
rador T, isto é, se w € [v], entdo Tw € [y].

b) Mostre que [v]L, o complemento ortogonal de [v] (veja 8.5), é invariante
por aplicagdo do operador T, isto ¢, se w E [v}L, entdo Tw € [v}L e por-
tante T induz um operador linear T, .[v] fv]

w - Tw

c} Mostre que o operador T definido no item () é auto-adjunto.

d) Mostre que todo autovetor w de 7, com autovalor 6 também é autove-
tor de T com o mesmo autovalor §.

12. Demonstre o teorema 9.3.1, isto é, se T:V —» ¥ um operador linear auto-ad-
junto, entdo existe uma base ortonormal de autovetores de T. (Sugestdo:
Faca por indugdo finita sobre a dimensdo de V, utilizando os Exercicios 10
e 11)

13. a) Dé a transformagdo linear que descreve o movimento rigido que leva o
segmento de extremos (-6, 2) e (-1, 2) no segmento de extremos (-2, 6)
e (1, 2) respectivamente.
b) Mostre que esta transformagdo é uma rotagdo e encontre seu dngulo.

14. a) Use a defini¢gdo 9.2.1 ¢ o teorema 9.3.1 para mostrar qué um operador é
auto-adjunto se e somente se existir uma base B de vetores ortonormais

em relagdo 4 qual [T]g é diagonal.
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b) Use agora o resultado acima para dar uma caracterizagio geométrica das

0 b

= I:f) ﬂ . [(l) g} e note o efeito geométrico de cada uma destas

transformagdes auto-adjuntas do plano no plano. (Observe que [ﬂ 0:|=

duas Gltimas matrizes.
¢) Analise separadamente em &) o0s casos
Na+0 e b0
MNa=0e bx0
iiya=0 e b=0.

d) Seju o a base candnica e [T]g = I:_; _13:|

i) Diagonalize o operador T. (Escolha uma base ortonormal.)

it} Interprete geometricamente T usando b).

iti} Teste sua interpretagdo geométrica, verificando qual € a imagem por
T de um quadrado de vértices (0, 0), (1, 1), (0, 2) e (-1, 1).

9.4.1 Respostas

1. Ndo, pois <u,v>#2:.5+(-1)-2+3(-3).

= -1
1 1 1 1 ’
= —y = h \—H- = = —l, 0 s 0, 1
1(\5 JE) (Ji \/5)} g = {( ), (0, 1)}
1 1
a’ ‘-\[_2_ - JT Cl." a’ B
I, = Ui, « ({7,) =1
JI a7
5.(11=(2 1 0] ¢ simétrica. Logo T é auto-adjunto. Como as colunas
1 1 1
o 1 -3

de [T} ndo sdo vetores ortonormais, T nido ¢ ortogonal.

7.h]=-9, R2=A3 =3
Vi =(1! —2,-1), Va :(19 0; l)s V3 =(13 13—])
-2 1 1 1 1 -1
B:

4 -2 -t R
{(K’K'r)’(ﬁ’o S J“)}

i
N

9.4g) Sejam T = [j‘ 3 } e v = (x, ¥) qualquer T ortogonal = EIT(V,“
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= ||| etc., escolhendo vdrios vetores v para gerar um sistema de equagDes

que fornece a, b, ¢ € d.

b) Sugestdo: a inclinagio da reta pela origem tem inclina¢do de % . Ache a

imagem do ponto (x, ), onde v = (x, ¥), e mostre que esta jmagem €

exatamente B + [x] , ou seja, Ty.
g

11. 2) w € [v] = 3u € R tal que w = uv.
Tw = T(uv) = uTv = u + Av onde A ¢ o autovalor associa

(zM)v € [v], e portanto Tw € (vl

b) Sejaw € [v]l. Entio<w,v>=0.
Como < fw,v > =<w,Iv> pois T é auto-adjunto,
Tvz?\v.<Tw.v>=<w,?w>=?\<w,v>=0
Portanto, Tw € [v]\.

c) Seja B = {“—:n Vg, .., Vg } uma base ortonormal de V.

do a v. Mas

Entdo B; = {Va, +rs } é uma base de [v]l.

[T]B ¢ simétrica pois T ¢ auto-adjunto ¢ da forma | an 0 - ]
0 an dan
0 ¢« e
an ain n2 nn
Entdo [T, ] 5 = é simétrica e Ty ¢ auto-adjunto.
1
8n2 - dnn

d) Tw=Tyw, pois w € [v]l, e Tyw=dw.
Entioc & é autovalor de T e w um autovetor associado.

13.Seja[T]={‘; g].Entio[‘z ’;] [-%] =]:-%]e
2 5] [ ][4 oot - [ome e

3
onde @ = -arccos ¢ -

U\I}a u-lu
tnlw o=
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FORMAS LINEARES,
BILINEARES E QUADRATICAS

10.1 FORMAS LINEARES

Supl;);};z que uma pessoa necessite_comprar ferro, chumbo e cobre a cinco, seis
. 20 crllllzelros 0 quilo, respectivamente. Se esta pessoa compra x quilos de
o ,efo qu1t os de chumbo e z quilos defcobre, podemos representar esta com-
p pelo vetor (x, y, z} e o custo total é dado pela expressio 5x + 6

bserve que a “fungdo custo” e

¢c:RR— R
{x, y, z)— Sx + 6y + 4z
p . . .
uma transformacdo linear (verifique) cujo contra-dominio é um espago vetorial

muito i is 6 i ]
o Partlcular, pois ¢ o conjunto dos numeros reais. TransformacBes lineares
ste tipo aparecem muito ¢ por isso recebem um nome especial

10.1.1 Definigdo: Seja ¥ um es i
: pago vetorial real, . )
uma transformagio linear f:V —> R : real. Uma forma linear €
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