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Yin — Yang

Na filosofia chinesa encontramos um dos mais antigos conceitos de dualidade, o yin e yang, que é usado para
descrever como forcas aparentemente opostas s3o interrelacionadas e interdependentes no mundo natural. Este
conceito estd no centro de varios ramos da ciéncia e filosofia chinesas, assim como é um dos principios basicos
da sua medicina tradicional.

Yin e yang representam a idéia de balanco, onde dois opostos co-existem em harmonia, se complementando e
sendo capazes de transmutar-se um no outro.

Algumas da associagbes comuns com yin e yang sao, respectivamente: escuro e claro, passivo e ativo, feminino e
masculino, repouso e movimento.

No simbolo do yin e yang existe um ponto do yin dentro do yang e um ponto do yang dentro do yin, simbolizando
que os opostos contém, cada um, uma semente do outro.

Segundo o Taoismo, dentro de cada entidade independente existe uma parte do seu oposto. Dentro da doenca
estd a salide e vice-versa. Isto é porque os opostos sdo na verdade manifestagdes do mesmo Tao (a energia que
mantém a ordem natural do universo) e portanto n3o s3o independentes um do outro, mas sim uma variagdo da
mesma forca unificadora.

No ocidente existem vdrias interpretagdes erradas segundo as quais yin e yang correspondem ao bem e ao mal,
mas a filosofia Taoista considera a distingdo bem/mal como supérflua, preferindo focar na idéia de equilibrio.

Dualismo Moral (bem vs. mal)

Dualismo Moral é a crenca no grande conflito entre o benevolente e o malévolo. Muitos sistemas religiosos tem
algum tipo de dualismo moral — nas religides ocidentais, por exemplo, existe um eterno conflito entre o bem e
o mal.



Filosofia da mente (dualismo entre a mente e o corpo)

Zaratustra (628-551 AC), assim como Platdo (428-348 AC) e Aristételes (384-322 AC) especulavam sobre a
existéncia de uma alma ou mente, distinta do corpo fisico, que carregava as faculdades da inteligéncia e sabedoria.

Uma bem conhecida versdo deste dualismo é atribuida a René Descartes (1641), segundo a qual a mente é uma
substancia n3o fisica. Descartes foi o primeiro a identificar claramente a mente com a consciéncia, distinguindo-
a do cérebro, considerado como o assento da inteligéncia. Portanto ele foi o primeiro a formular a dualidade
mente—corpo como a conhecemos hoje.

Fisica e Quimica (dualismo entre matéria e onda)

Em Fisica e Quimica, a dualidade particula—onda consiste no conceito segundo o qual toda a energia (incluida
ai toda a matéria) exibe, simultaneamente, propriedades de particula e de onda. Sendo um conceito central em
mecanica quantica, esta dualidade se refere a inadequagdo dos conceitos cldssicos de particula e de onda em
descrever completamente o comportamento de objetos na escala quantica.

Conjuntos ordenados

Uma das mais elementares dualidades em Matemética vem da teoria dos conjuntos ordenados. Dado um conjunto
X com uma ordem “<", pode-se definir a ordem dual “=<", segundo a qual

Ty <= y<uz

Um conceito qualquer para (X, <) corresponderd ao conceito dual para (X, <). Por exemplo um elemento minimo
para (X, <) corresponderd a um elemento maximo para (X, <).

Outros pares de conceitos duais sdo elementos maximais/minimais, limitantes superiores/inferiores, supremo/in-
fimo.

Dualidade de Poliedros

Dado um poliedro convexo qualquer, para cada uma de suas faces F', considere o seu baricentro F’. O poliedro
dual é definido como sendo a envoltdria convezra dos pontos F’ assim obtidos.

Assim, a cada face do poliedro primal (original) corresponde um vértice do poliedro dual. Similarmente a cada
aresta do primal corresponde uma aresta do dual e a cada vértice do primal corresponde uma face do dual.



POLIEDRO POLIEDRO

PRIMAL DUAL

Fuace > Vértice

Aresta — Aresta
Vértice — Face

Esta correspondéncia preserva a relacdo de incidéncia no sentido em que, se dois objetos (vértices, arestas, faces)
se tocam no poliedro original entdo os correspondentes também se tocam no poliedro dual.

Assim como na dualidade de conjuntos ordenados, a dualidade de poliedros é involutiva no sentido de que,

tomando-se o dual duas vezes, obtém-se o objeto original.

PRIMAL — DUAL — BIDUAL = PRIMAL

Dualidade entre os sélidos Platonicos:

Tetraedro <  Tetraedro

Cubo — Octaedro



Dodecaedro <« lcosaedro

Légica
Se P(z) é um atributo (propriedade) da varidvel z, sabe-se que
- (3z P(z)) <= Vaz(-P(z)).

Neste sentido os quantificadores “3" e "V" sdo duais um do outro. Também os conectivos légicos “V" e “A” sdo
duais pois, se A e B sio sentencas légicas, entdo

-(AANB) < -AV-B

-(AV B) < -AA-B

De forma muito semelhante, as operacdes de unido e interseccGo para conjuntos sdo duais pois, se A e B sdo
conjuntos, entao
(AN B)¢ = A°U B¢

(AUB) = A°N B°

Topologia

Dado um subconjunto A C R, dizemos que A é aberto se para todo ponto a € A, existe um € > 0, tal que

(a—¢e,a+¢e) CA.

Dado um subconjunto F' C R, dizemos que F' é fechado se todo ponto aderente a F' pertence a F.

Para quem n3o sabe, um ponto aderente é um ponto a € R (que pode ou n3o pertencer & F) tal que
(a—e,a+e)NF #@, Ve>0.

Para subconjuntos de R (ou, mais geralmente, de um espaco topoldgico) as nogdes de conjunto aberto e fechado

sdo duais pois, para qualquer subconjunto A C R

A é aberto <= A€ é fechado.



Como consequéncia desta dualidade, a qualquer nogdo ou teorema relativos a conjuntos fechados corresponde
uma nogdo ou teorema sobre conjuntos abertos.

Por exemplo, é bem sabido que para subconjuntos A C RR:

O interior de A é o maior conjunto aberto contido em A.
O fécho de A é o menor conjunto fechado contendo A.

Por esta razdo, o complemento do interior de um conjunto coincide com o fécho do seu complemento.
Para citar um outro exemplo, um conjunto é chamado compacto quando
“toda cobertura aberta admite subcobertura finita”
ou equivalentemente quando
“toda familia de conjuntos fechados com a propriedade da intersec¢do finita contém um ponto em comum”.

O Teorema de Baire, assim como muitos outros, pode ser enunciado fazendo-se referéncia a conjuntos abertos
densos ou, alternativamente, a conjuntos fechados sem interior.

Espacgos vetoriais

A dualidade de espagos vetoriais é uma das primeiras que um aluno encontra no curso de Matematica.

Dado um espaco vetorial V' sobre IR, (ou outro corpo qualquer), define-se o dual de V' como sendo o conjunto V'
formado por todos os funcionais lineares
f:V—=R.

E bem sabido que V' é também um espaco vetorial, onde a soma de funcdes e a multiplicacdo por escalares é

dada por
(f+9)v) = [f(v)+g(v),
Af)w) = Af(v).
Sendo um espaco vetorial, V/ também admite um dual, ou seja V”. Da mesma forma que na dualidade entre os
poliedros Platdnicos, podemos perguntar se V' volta a ser V.

Infelizmente isto n3o é sempre verdade, mas existe uma forte relacdo entre V e V", a saber, existe uma funcio
muito interessante
k:V =V",

definida assim: olhando-se para a expressao

f),

quase todo mundo diria que f é a funcao e v é a varidvel. Mas podemos reverter a ordem das coisas, pensando
que v é a fungdo e f é a varidvel! Isto é, podemos considerar a funcdo

R
f(v)

k(v) V' —
f e
Ou seja, x(v) ndo é nada mais que o préprio elemento v, elevado a condi¢do de funcdo.

Prova-se facilmente que x(v) € linear e portanto é um elemento de V. Fica assim definida

N A 4
v = k)



Quando V tem dimens3o finita pode-se provar que x é um isomorfismo mas isto ndo ocorre se a dimensdo de V
¢ infinita.

Moral: a dualidade em espacos vetoriais ndo é sempre involutiva como no caso dos sélidos Platonicos.

Existe também uma teoria de dualidade para espacos vetoriais normados. Neste caso define-se V' como sendo o
conjunto formado por todos os funcionais lineares continuos. Problemas similares surgem também nesta dualidade.

Teoria de Galois

Um dos aspectos centrais na Teoria de Galois é uma certa dualidade que nem sempre é vista como tal mas que
cabe muito bem na nossa lista.

Os objetos de estudo nesta teoria sdo os corpos. Fixado um corpo L, vamos considerar o conjunto G formado
por todos os automorfismos
p:L— L.

Dizer que ¢ é um automorfismo é dizer que ¢ é uma func3o bijetora e
pla+b) =p(a) + ¢(b),

p(ab) = p(a)p(b),
para todo a,b € L.

E facil ver que G é um grupo por composi¢ao.

Por exemplo, se L é o corpo dos niimeros complexos, a funcdo
p:2€eC—zeC

€ um automorfismo importante.

A nossa dualidade serd entre:

SUBCORPOS DE L «—— SUBGRUPOS DE G

Definicao. Dado um subcorpo K C L, define-se o seu grupo de Galois™*) como sendo o conjunto G(K)
formado por todos os automorfismos ¢ € G tais que a restricdo |k é a identidade.

Definicao. Para cada subgrupo H C G, define-se o corpo fixo por H, como sendo o conjunto

K(H)={xz € L:yo(x)=ux, paratodo p € H}.

Assim temos correspondéncias:

SUBCORPOS DE L SUBGRUPOS DE G
K s G(K)
K(H) — big

De uma certa forma a Teoria de Galois se preocupa em estudar esta dualidade se perguntando, por exemplo, se
a composicao dos processos acima resulta na identidade.

) PS: Esta é uma forma extremamente simplificada e um tanto tendenciosa de se ver a Teoria de Galois. Se
vocé se interessou, procure estuda-la mais a fundo!



Duplo comutante de von Neumann

Seja M um anel (normalmente n3o comutativo). Dado um subanel N C M, definimos o comutante de N como
sendo o sub-anel de M dado por

N'={a € M : ab = ba, paratodobe N}.
E 8bvio que

Além disto, para todo NNV, tem-se que
N C N” (o)

(os elementos de N comutam com todo mundo que comuta com os elementos de N). Aplicando-se (%) em
(¢), temos que

N//I C N/
Porém, se utilizarmos (¢) para N’, temos que N’ C N, ou seja
N/ — N///

O famoso Teorema do Duplo Comutante de von Neumann diz que se M é o anel de todos os operadores
limitados num espacgo de Hilbert e se N C M é um subanel de um tipo especial (subalgebra de von Neumann)
entdo N = N.

Dualidade de Gelfand

Esta dualidade é uma das ferramentas bésicas nas aplicacdes de Matematica a Mecanica Quantica.

Definigao. Uma dlgebra de Banach é uma algebra ( = anel + espaco vetorial) equipada com uma norma
a€ A a] € Ry
que faz com que A seja completa relativamente a métrica
d(a,b) = [[b—all

(isto quer dizer que toda sequéncia de Cauchy converge).

A dualidade de Gelfand é entre:

ALGEBRAS DE BANACH +—— ESPACOS TOPOLOGICOS
COMUTATIVAS COM UNIDADE COMPACTOS

Dado um espaco topoldgico compacto X, vamos construir uma algebra de Banach chamada C'(X).



e Como conjunto, C(X) é formada por todas as fun¢des continuas
f: X—C.

e A estrutura de algebra em C(X) é dada pelas operacdes pontuais de adicdo e multiplicagdo.
e A norma em C(X) é definida por

IfII = sup | f(z)].
reX

E possivel entdo verificar todas as propriedades acima, de forma que C(X) é uma &lgebra de Banach, obviamente
comutativa e com unidade (a unidade é a func¢do identicamente igual a 1).

Assim ja temos uma parte da nossa dualidade:

ALGEBRAS DE BANACH ESPACOS TOPOLéGICOS
COMUTATIVAS COM UNIDADE COMPACTOS
C(X) — X

No sentido inverso, partimos de uma &lgebra de Banach comutativa com unidade A e queremos produzir um
espacgo topoldgico compacto.

A idéia é imaginar que A = C(X) e tentar extrair X olhando apenas para a estrutura algébrica de A. Um
caminho é notar que um ponto x de X se manifesta algebricamente através da fungdo

pr: fEA— f(z) e C.
Tal fun¢do é um homomorfismo de algebras, isto é, . € linear e

e (f9) = ¢z (flpz(9), Vf.g€ A

Na verdade os tnicos homomorfismos de C(X) para C sdo desta forma. Portanto, independentemente do fato
de A ser C(X), podemos definir o espectro de A como sendo o conjunto

Y(A)={¢: A— C: ¢ é um homomorfismo}.

Existe uma topologia bastante natural em X(A) que o torna um espaco compacto. Assim temos o outro lado da
nossa dualidade:

ALGEBRAS DE BANACH ESPACOS TOPOLOGICOS
COMUTATIVAS COM UNIDADE COMPACTOS
A s 2(A)

O Teorema de Gelfand nos diz que esta é uma dualidade involutiva se nos restringirmos a uma classe especial de
dlgebras de Banach, a saber as C*-3lgebras.

Definigao. Uma C*-3lgebra é uma 4lgebra de Banach equipada com uma operag3o
ac€A—a* €A,

que ¢ antilinear, involutiva, isométrica e além disto satisfaz
(i) (ab)* =b*a*,
(i) [la*all = llall?,

para todo a em A.



Dualidades de Stone

A dualidade de Stone se da entre:
ALGEBRAS DE BOOLE <«— ESPACOS TOPOLéGICOS COMPACTOS
TOTALMENTE DESCONEXOS

Defini¢ao. Uma &lgebra de Boole é um conjunto B, equipado com duas operac¢des bindrias “V" (disjuncdo) e
“A" (conjun¢do), uma operagdo undria - (negacdo) e dois elementos especiais 1 (unidade) e 0 (zero), satisfazendo:

(i) av((®dVve)=(aVb) Ve, aN(bAc)=(and)Ac, (associativa)
(il) avb=bVa, aANb=0bAa, (comutativa)
(ili) aV(aAb)=a, aA(aVb)=a, (absorgéo)

@iv) aVv((Ac)=(aVbA(aVe), aN(bVec)=(anb)V(aAc), (distributiva)

(v) aV-a=1, aA-a=0. (complementar)

O exemplo mais bésico de algebra de Boole é o conjunto {0,1} com certas opera¢des naturais. Entre outros
papéis importantes, este é o conjunto dos valores de verdade da légica cldssica!

Outro exemplo importante é o seguinte: dado um espaco topolégico compacto X, considere o conjunto B(X)
formado por todos os subconjuntos simultaneamente abertos e fechados de X. Interpretando

“EAT ) e ],

respectivamente como
“U", “N", complementaciao, @ e X,

tem-se que B(X) é uma &lgebra de Boole.

Reciprocamente, dada uma algebra de Boole B, vamos construir um espaco topolégico 3(B) da seguinte maneira:
os seus elementos serdo os homomorfismos booleanos

v:B—{0,1},
isto é, as func¢Bes que preservam todas as opera¢des. De uma forma muito parecida com o X(A) da dualidade de
Gelfand, pode-se definir uma topologia em X(B).

Alids a motivacdo de Stone para a descoberta desta dualidade é intimamente ligada com a teoria espectral para
operadores em espacos de Hilbert que por sua vez tem uma grande relagdo com &lgebras de Banach!

Pode-se provar que X(B) é um espago topolégico compacto e totalmente desconexo (esta Ultima propriedade
significa que todo conjunto aberto é a reunido de conjuntos que s3o simultaneamente abertos e fechados). Ficam
entdo construidas as duas vias da dualidade de Stone, a saber,

ALGEBRAS DE BOOLE ESPAQOS TOPOLOGICOS COMPACTOS
TOTALMENTE DESCONEXOS

B — %(B)
B(X) — X

O Teorema de Stone afirma que, partindo-se de qualquer um dos lados e fazendo-se uma ida e volta, obtém-se
um objeto idéntico ao original.



Outras dualidades famosas

(a) Dualidade de Stone generalizada entre dlgebras de Heyting e espagos topoldgicos sdbrios (aplicagdes a I6gica
intuicionista).

Dualidade de Pontryagin para grupos localmente compactos abelianos (transformada de Fourier).
Dualidade de Pontryagin generalizada para dlgebras de Hopf.

Dualidade de Poincaré para grupos de cohomologia de variedades compactas sem bordo.

Dualidade de Hodge para formas diferenciais em variedades Riemannianas orientadas.

Semi-reticulados

Abaixo eu gostaria de descrever uma nova teoria de dualidade com a qual me deparei recentemente envolvendo
semi-reticulados e espacos topoldgicos.
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Imagine que temos um subconjunto X C R, como por exemplo o conjunto de Cantor em R (tudo isto se generaliza

para espagos topoldgicos, para quem sabe o que isto significa).

Considere o conjunto 7x formado por todos os subconjuntos abertos de X. Obviamente 7x é um conjunto
ordenado por
A<B < ACB.

A proposta é encarar Tx como conjunto ordenado (portanto um objeto algébrico) e tentar recuperar dai 0 méximo
de informacgdo possivel sobre X.

O conjunto vazio @ é um elemento de Tx que satisfaz
g <A VAeTx,
e portanto é um elemento minimo.

Note que para todos A, B € Tx, existe o maior elemento que é simultaneamente menor que A e B, ou seja a
intersecido AN B.

Definicao. Um conjunto ordenado S é chamado um semi-reticulado se contém um elemento minimo “0" e
para todo A, B € S, existe um elemento A A B que é o maior elemento simultaneamente menor que A e B.

Para aumentar o desafio vamos trabalhar com menos informagdo ainda, ou seja, vamos ficar apenas com um
subconjunto Sx C 7Tx bem pequeno, a saber

Sx ={A € Tx : diam(A) < 0.001}.



(Nos basta que Sx seja um sub-semi-reticulado de 7x, e que forme uma base para a topologia de X.)

Temos portanto, diante de nés, um semi-reticulado Sx, e a questdo é reconstruir X a partir de Sx. A primeira
pergunta é:

Como se manifestam os pontos de X do ponto de vista de Sx?

Dado x € X, podemos definir
v ={Ae€Sx 1z € A}

Note que:

(i) 2 ¢ ¢q,

(i) A, Bep, = AABEg,,
(iif) B>A€p, = BEp,.

Definigao. Se S é um semi-reticulado (S pode ou n3o ser um Sx) e ¢ C S é um subconjunto satisfazendo as
propriedades acima, diremos que ¢ é um filtro.

Definigao. Seja S um semi-reticulado. Denotaremos por Xs o conjunto de todos os filtros.

No caso em que & = Sx, os pontos de X estdo representados em X pelos correspondentes ¢, isto é

reXm— g, € Xs.

Infelizmente Xs é muito grande; é muito maior que X, pois nem todos os filtros sdo definidos a partir de um
x € X, como acima. Por exemplo, dado um subconjunto n3o vazio qualquer Y C X, podemos definir

py ={AeSx:Y C A}
E facil ver que @y € um filtro, distinto de todos os .

A quest3do entdo é decidir quais os filtros s3o dados por pontos de X.

No caso em que ¢ = ¢,, como acima, ¢ consiste de todos os A que contém x e portanto ¢ pode ser visto como
uma forma de cercar x!

Pode acontecer que um filtro ¢ contenha mais elementos que um outro filtro 1. Por exemplo, digamos que
1) consista de todos os conjuntos representados em preto, abaixo, e que ¢ consista de todos estes e mais os
conjuntos representados em vermelho.

Aparentemente 1t n3o é suficientemente fino e estd deixando passar muitos pontos enquanto que  deixa passar
muito menos!




Definicao. Diremos que um filtro ¢ é um ultra-filtro se for impossivel encontrar um filtro maior que .
Por exemplo, se ¢ = ¢, entdo o filtro correspondente é um ultra-filtro.

Definicao. Dado um semi-reticulado, denotaremos por
(1) Xg*re a0 conjunto de todos os ultra-filtros,

(ii) X ao fécho de Xg”"‘ relativamente a uma certa topologia no espaco Xs de todos os filtros.

Nota importante. Embora a definicdo de XZ° seja topoldgica (fécho!) é possivel caracterizar algebricamente
quais homomorfismos pertencem a X&°.

Assim temos uma dualidade!

ESPACOS TOPOLOGICOS SEMI-RETICULADOS
X — SX
X — S

Teorema. Se X é um espaco topoldgico Hausdorff, compacto e totalmente desconexo e S é uma base para a
topologia de X formada por abertos compactos entdo X é canonicamente homeomorfo a Xg°.

FIM



