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Problema de Apolonio de Perga
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Apoldnio nasceu entre 262 e 240 a.C. na antiga cidade grega de Perga, cujas ruinas
se situam perto da cidade de Antélia, na Turquia. Estudou em Alexandria com disci-
pulos de Euclides, segundo relatos histéricos. Um dos seus tratados, Conicas, é um
dos grandes trabalhos cientificos do mundo antigo. Nesse texto, foram introduzidos
os termos elipse, pardbola e hipérbole para designar os trés tipos de conicas. Mui-
tos de seus trabalhos desapareceram ou foram assimilados por matematicos islamicos.
Em um desses tratados, Tangé€ncias, Apolonio debrugou-se sobre o seguinte problema,
dito o problema de Apoldnio: dados trés objetos geométricos, cada um deles podendo
ser ponto (P), reta (R) ou circunferéncia (C'), construir uma circunferéncia tangente
aos trés. O problema se torna bastante dificil no caso de trés circunferéncias (CCC).
Uma solucdo deste problema usando apenas régua e compasso foi dada pelo matema-
tico francés Joseph Diaz Gergonne em 1816, e pode ser vista em [2], paginas 154—159.
Sao ao todo 10 tipos de problemas de Apoldnio, que ddo origem a 33 configuragdes
distintas, que podem ser conferidas em [1]. Um fato interessante é que ha casos que
admitem uma infinidade de solugdes, outros que ndo admitem solugdo e, se ha um nu-
mero finito de solugdes, esse nimero ndo passa de 8. Além disso, em nenhum caso ha
exatamente 7 solucdes. Na literatura, esses problemas sdo geralmente resolvidos por
geometria inversiva ou por régua e compasso. Apresentamos aqui duas solu¢des por
régua e compasso: uma, para o caso Ponto-Ponto-Reta (PP R); e outra, para o caso
Ponto-Reta-Circunferéncia (PRC). Este tltimo caso, embora apare¢cam na Internet
aplicacdes em Java que mostrem uma resolugdo do problema por régua e compasso, é
raro encontrar na literatura justificativas matematicas do porqué da construgdo dessa
resolugdo. Creio que a demonstra¢do por geometria euclidiana de que esses procedi-
mentos geram solucdes verdadeiras € a principal contribui¢c@o deste trabalho. Veremos
que a beleza e a simplicidade dessas construgdes sensibilizam qualquer professor ou
admirador de Matemadtica. As figuras encontradas aqui foram todas geradas em Geo-
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Gebra [3]

PPR

Dados dois pontos P e (), e uma reta r, o problema consiste em tragar uma cir-
cunferéncia que passa pelos pontos e € tangente a reta 7. Vamos supor aqui apenas 0s
casos que t€m solugdo.

e Se os dois pontos estdo em uma reta paralela a r, o problema recai no problema
PPP, pois o terceiro ponto € o ponto de interse¢do da mediatriz do segmento
PQ com .

e Vamos supor entdo que a reta que passa por P e () intercepta r no ponto S.
Denominando por 7" o ponto de tangéncia de uma circunferéncia solucdo com
r (note que hd exatamente duas circunferéncias solugdes), temos pela Lei das
Secantes que: |ST|?> = |SP|.|SQ|. Logo, para determinar 7', basta calcular
a média geométrica de |SP| e |SQ)| (justifique a construgdo na Figura 1 dessa
média). Observe que, obtendo o comprimento de S7’, o ponto de tangéncia da
outra circunferéncia solucdo estd na outra semirreta determinada por S em r, a
mesma distancia de S (que é o comprimento de ST'). As duas circunferéncias
solugdes resultam, entdo, de dois problemas PP P.

Figura 1: Média Geométrica de |SP| e |SQ)|
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PCR

Vamos discutir aqui apenas os casos em que a reta r dada ou € tangente a circun-
feréncia c dada ou ndo intercepta c (deixamos para o leitor o caso em que r intercepta
¢, que admite 0, 1 ou 2 solugdes, dependendo da posicdo de P).

e Areta r é tangente a c em um ponto 7.

— Se o ponto P dado estd no interior de ¢, a solugdo resulta do caso PPP,
em que os trés pontos sdo 7', P e o simétrico de P em relagdo a reta s, que
¢ perpendicular a r e passa por 7.

— Se o ponto P estd sobre a circunferéncia ¢, pode haver uma solugdo (se
P for T”, o oposto diametralmente a T"), duas solugoes (se P for diferente
de T e T"), e infinitas solugdes (se P = T). A construgdo por régua e
compasso dessas solucdes € deixada para o leitor.

— Se o ponto P estd fora de ¢, temos duas solu¢des: uma é a que passa por
P, T e o simétrico de P em relagéo a reta perpendicular a r que passa por
T; a outra € a que se constroéi a partir de um procedimento similar ao usado
para se construir uma solucdo para o caso em que ¢ ndo é tangente a r, que
€ analisado no préximo ftem.

e A reta r ndo é concorrente com c.

Primeiro, observe que se, em relacdo a r, P e c estdo em lados diferentes, o
problema ndo tem solugdo. Vamos supor entdo que, em relagdo a r, P e c es-
tdo do mesmo lado e que o centro de ¢ é o ponto A. Queremos construir outra
circunferéncia que passe por P e seja simultaneamente tangente a r e a c¢. Tra-
cemos primeiro a reta perpendicular a rque passa por A e que vai intercepta-la
no ponto D. Supondo o problema resolvido, considere a circunferéncia procu-
rada (com centro em F) que passa por P, tangenciando a reta dada no ponto
e a circunferéncia dada em G, conforme a Figura 2.
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Figura 2: Problema PC'R resolvido

Observemos que:

(a) Os segmentos BG e GI apoiam-se em uma mesma reta, pois os angu-
los AHB e FEI sao congruentes e, logo, os dngulos BGH e FGI sdo
também congruentes.

(b) Os tridngulos retingulos BGC e B D1 sao semelhantes e, portanto,
|BG|.|BI]|.

BC||BD| =

Agora, vamos considerar a circunferéncia que passa por P, C' e D (ver Figura
3).

Tracemos a reta que liga B a P, que vai interceptar a circunferéncia em .J. Pela
Lei das Secantes, temos que: |BC|.|BD| = |BJ|.|BP)|. Essa mesma reta
intercepta a circunferéncia procurada em um ponto L e, também pela Lei das
Secantes, terfamos que: |BG|.|BI| = |BL|.|BP]|. Portanto, pelas igualdades
acima, |BJ| = |BL|. Ou seja, J = L. Assim, o ponto J pertence a circun-
feréncia procurada, que € a circunferéncia que passa pelos pontos P e J, e que
é tangente a reta dada, e recaimos no problema P PR, ja discutido acima, que
tem duas solugdes. Esse problema tem outras duas solucdes, em que c tangencia
as solugdes por dentro, isto €, ¢ fica no interior das circunferéncias solugdes. O
procedimento é o mesmo, permutando-se os pontos B e C. Agora, o ponto G de
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tangéncia entre as duas circunferéncias € interno e estd alinhado com os pontos
B (antigo C') e I, que € o ponto de tangéncia da circunferéncia solugdo com 7.
E deixado para o leitor a continuagio do procedimento para achar o novo ponto
J (= L). Recaimos de novo no caso PP R, que tem duas solugdes.

Figura 3: A interse¢do da circunferéncia que passa por P, C'e D com a reta que liga
B a P pertence a uma circunferéncia solugdo
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