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Problema de Apolônio de Perga
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Apolônio nasceu entre 262 e 240 a.C. na antiga cidade grega de Perga, cujas ruínas
se situam perto da cidade de Antália, na Turquia. Estudou em Alexandria com discí-
pulos de Euclides, segundo relatos históricos. Um dos seus tratados, Cônicas, é um
dos grandes trabalhos científicos do mundo antigo. Nesse texto, foram introduzidos
os termos elipse, parábola e hipérbole para designar os três tipos de cônicas. Mui-
tos de seus trabalhos desapareceram ou foram assimilados por matemáticos islâmicos.
Em um desses tratados, Tangências, Apolônio debruçou-se sobre o seguinte problema,
dito o problema de Apolônio: dados três objetos geométricos, cada um deles podendo
ser ponto (P ), reta (R) ou circunferência (C), construir uma circunferência tangente
aos três. O problema se torna bastante difícil no caso de três circunferências (CCC).
Uma solução deste problema usando apenas régua e compasso foi dada pelo matemá-
tico francês Joseph Diaz Gergonne em 1816, e pode ser vista em [2], páginas 154–159.
São ao todo 10 tipos de problemas de Apolônio, que dão origem a 33 configurações
distintas, que podem ser conferidas em [1]. Um fato interessante é que há casos que
admitem uma infinidade de soluções, outros que não admitem solução e, se há um nú-
mero finito de soluções, esse número não passa de 8. Além disso, em nenhum caso há
exatamente 7 soluções. Na literatura, esses problemas são geralmente resolvidos por
geometria inversiva ou por régua e compasso. Apresentamos aqui duas soluções por
régua e compasso: uma, para o caso Ponto-Ponto-Reta (PPR); e outra, para o caso
Ponto-Reta-Circunferência (PRC). Este último caso, embora apareçam na Internet
aplicações em Java que mostrem uma resolução do problema por régua e compasso, é
raro encontrar na literatura justificativas matemáticas do porquê da construção dessa
resolução. Creio que a demonstração por geometria euclidiana de que esses procedi-
mentos geram soluções verdadeiras é a principal contribuição deste trabalho. Veremos
que a beleza e a simplicidade dessas construções sensibilizam qualquer professor ou
admirador de Matemática. As figuras encontradas aqui foram todas geradas em Geo-
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Gebra [3]

PPR

Dados dois pontos P e Q, e uma reta r, o problema consiste em traçar uma cir-
cunferência que passa pelos pontos e é tangente à reta r. Vamos supor aqui apenas os
casos que têm solução.

• Se os dois pontos estão em uma reta paralela a r, o problema recai no problema
PPP , pois o terceiro ponto é o ponto de interseção da mediatriz do segmento
PQ com r.

• Vamos supor então que a reta que passa por P e Q intercepta r no ponto S.
Denominando por T o ponto de tangência de uma circunferência solução com
r (note que há exatamente duas circunferências soluções), temos pela Lei das
Secantes que: |ST |2 = |SP | . |SQ|. Logo, para determinar T , basta calcular
a média geométrica de |SP | e |SQ| (justifique a construção na Figura 1 dessa
média). Observe que, obtendo o comprimento de ST , o ponto de tangência da
outra circunferência solução está na outra semirreta determinada por S em r, à
mesma distância de S (que é o comprimento de ST ). As duas circunferências
soluções resultam, então, de dois problemas PPP .

Figura 1: Média Geométrica de |SP | e |SQ|
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PCR
Vamos discutir aqui apenas os casos em que a reta r dada ou é tangente à circun-

ferência c dada ou não intercepta c (deixamos para o leitor o caso em que r intercepta
c, que admite 0, 1 ou 2 soluções, dependendo da posição de P ).

• A reta r é tangente a c em um ponto T .

– Se o ponto P dado está no interior de c, a solução resulta do caso PPP ,
em que os três pontos são T , P e o simétrico de P em relação à reta s, que
é perpendicular a r e passa por T .

– Se o ponto P está sobre a circunferência c, pode haver uma solução (se
P for T ′, o oposto diametralmente a T ), duas soluções (se P for diferente
de T e T ′), e infinitas soluções (se P = T ). A construção por régua e
compasso dessas soluções é deixada para o leitor.

– Se o ponto P está fora de c, temos duas soluções: uma é a que passa por
P , T e o simétrico de P em relação à reta perpendicular a r que passa por
T; a outra é a que se constrói a partir de um procedimento similar ao usado
para se construir uma solução para o caso em que c não é tangente a r, que
é analisado no próximo ítem.

• A reta r não é concorrente com c.

Primeiro, observe que se, em relação a r, P e c estão em lados diferentes, o
problema não tem solução. Vamos supor então que, em relação a r, P e c es-
tão do mesmo lado e que o centro de c é o ponto A. Queremos construir outra
circunferência que passe por P e seja simultaneamente tangente a r e a c. Tra-
cemos primeiro a reta perpendicular a rque passa por A e que vai intercepta-la
no ponto D. Supondo o problema resolvido, considere a circunferência procu-
rada (com centro em E) que passa por P , tangenciando a reta dada no ponto I
e a circunferência dada em G, conforme a Figura 2.
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Figura 2: Problema PCR resolvido

Observemos que:

(a) Os segmentos BG e GI apoiam-se em uma mesma reta, pois os ângu-
los AHB e FEI são congruentes e, logo, os ângulos BGH e FGI são
também congruentes.

(b) Os triângulos retângulosBGC eBDI são semelhantes e, portanto, |BC|.|BD| =
|BG|.|BI|.

Agora, vamos considerar a circunferência que passa por P , C e D (ver Figura
3).

Tracemos a reta que liga B a P , que vai interceptar a circunferência em J . Pela
Lei das Secantes, temos que: |BC| . |BD| = |BJ | . |BP |. Essa mesma reta
intercepta a circunferência procurada em um ponto L e, também pela Lei das
Secantes, teríamos que: |BG| . |BI| = |BL| . |BP |. Portanto, pelas igualdades
acima, |BJ | = |BL|. Ou seja, J = L. Assim, o ponto J pertence à circun-
ferência procurada, que é a circunferência que passa pelos pontos P e J , e que
é tangente à reta dada, e recaímos no problema PPR, já discutido acima, que
tem duas soluções. Esse problema tem outras duas soluções, em que c tangencia
as soluções por dentro, isto é, c fica no interior das circunferências soluções. O
procedimento é o mesmo, permutando-se os pontosB eC. Agora, o pontoG de
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tangência entre as duas circunferências é interno e está alinhado com os pontos
B (antigo C) e I , que é o ponto de tangência da circunferência solução com r.
É deixado para o leitor a continuação do procedimento para achar o novo ponto
J (= L). Recaímos de novo no caso PPR, que tem duas soluções.

Figura 3: A interseção da circunferência que passa por P , C e D com a reta que liga
B a P pertence a uma circunferência solução
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