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Sabemos, pela teoria de Galois [3], que só existem fórmulas algébricas fecha-
das de resolução de equações polinomiais para polinômios de ordem menor ou
igual a 4. Aprendemos no ensino fundamental uma fórmula para resolução de
equações de segundo grau, mas somos raramente apresentados aos métodos de
resolução de cúbicas e quárticas. Vamos apresentar aqui o chamado método de
Cardano, que surgiu para encontrar uma raiz de um polinômio de terceiro grau.
Historicamente, esse método está intrinsecamente ligado à gênese dos números
complexos, conforme afirmam muitos estudiosos de história da matemática (ver,
por exemplo, [1, 2]). Nessa época (século XVI), calculava-se apenas uma raiz real
e, a partir dessa raiz, reduzia-se o polinômio inicial a um polinômio de segundo
grau. Em certos casos, para calcular essa raiz real, operações algébricas com
raízes de números negativos eram realizadas, mais como um artifício, já que esses
números não faziam muito sentido na época. O objetivo deste artigo é apresentar
o método de Cardano de uma forma geral e detalhada, analisando-se as três raízes,
reais ou complexas. Tomamos como base a introdução a esse método feita em [3].

O método de Cardano
Considere uma equação real de terceiro grau da forma:

x3 + ax2 + bx+ c = 0. (1)

Primeiro, vamos eliminar o termo quadrático dessa equação, fazendo uma mu-
dança de variáveis: x = t− a

3
. Assim, temos:
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x3 =
(
t− a

3

)3
= t3 − at2 +

a2t

3
− a3

27
,

ax2 = a
(
t− a

3

)2
= at2 − 2a2t

3
+

a3

9
,

bx = b
(
t− a

3

)
= bt− ab

3
.

O resultado, então, é o seguinte:

t3 − at2 +
a2t

3
− a3

27
+ at2 − 2a2t

3
+

a3

9
+ bt− ab

3
+ c = 0,

ou seja,

t3 +

(
−a2

3
+ b

)
t+

(
2a3 − 9ab

27
+ c

)
= 0.

Sejam, agora, p = −a2

3
+ b e q =

2a3 − 9ab

27
+ c. Com essa notação, a equação se

escreve da seguinte forma:
t3 + pt+ q = 0. (2)

Denotando as três raízes da equação (2) por t1, t2 e t3, temos:

1. t1 + t2 + t3 = 0;

2. t1t2 + t1t3 + t2t3 = p;

3. t1t2t3 = −q.

Assim, t1 = −t2 − t3, t22 + t23 + t2t3 = −p e t22t3 + t2t
2
3 = q. Sejam v = −t2 e

u = t3. Assim, concluímos que

0 = (v − u)3 + p(v − u) + q = v3 − 3v2u+ 3vu2 − u3 + p(v − u) + q =

= (q − u3 + v3) + (p− 3vu)(u− v).

Suponhamos agora que encontramos u e v que satisfazem:

u3 − v3 = q (3)

uv =
p

3
. (4)
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Nesse caso, como podemos observar acima, t = v−u é uma solução para (2). Isolando
v em (4), obtemos v =

p

3u
. Substituindo o valor encontrado em (3), encontramos a

equação:

u3 − p3

27u3
= q. (5)

Multiplicando ambos os lados de (5) por u3, obtemos

u6 − qu3 − p3

27
= 0.

Representando u3 como y, isto resulta na seguinte equação:

y2 − qy − p3

27
= 0.

As raízes desta equação podem ser encontradas através da fórmula de resolução de
equações de segundo grau:

y =

−(−q)±

√
(−q)2 − 4× 1×

(
−p3

27

)
2× 1

=
q

2
±
√

q2

4
+

p3

27
.

Como y = u3,

u =
3

√
q

2
±
√

q2

4
+

p3

27
. (6)

Como t = v − u e x = t− a

3
, temos então que

x =
( p

3u
− u
)
− a

3
.

A seguir, vamos analisar os valores obtidos de x por esse procedimento, uma vez que
os resultados obtidos até aqui são meramente formais.

As raízes

As duas expressões para u contidas em (6) fazem sentido quando
q2

4
+

p3

27
> 0.

Nesse caso, podemos observar que há seis possíveis valores para u: as três raízes
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cúbicas complexas de
q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
, mais as três raízes cúbicas complexas de

q

2
−
√

q2

4
+

p3

27
. Se

q2

4
+

p3

27
< 0, podemos até imaginar que

q

2
+

(√
q2

4
+

p3

27

)

denote o número A =
q

2
+

(√
| q

2

4
+

p3

27
|

)
i e que

q

2
−

(√
q2

4
+

p3

27

)
denote o

número B =
q

2
−

(√
| q

2

4
+

p3

27
|

)
i. Nesse caso, também há seis possíveis valores

para u como soluções complexas das equações u3 = A e u3 = B. Contudo, vere-
mos a seguir que os três valores finais obtidos para x obtidos a partir das soluções de
u3 = A serão os mesmos obtidos a partir das soluções de u3 = B. Ou seja, o sinal
escolhido na expressão de y não importa.

O caso
q2

4
+

p3

27
< 0

Primeiro, vamos supor que
q2

4
+

p3

27
é menor do que zero. Temos então que

q

2
±
√

q2

4
+

p3

27
pertence ao conjunto dos números complexos. Sejam, agora,

A =
q

2
+

(√
| q

2

4
+

p3

27
|

)
i e B =

q

2
−

(√
| q

2

4
+

p3

27
|

)
i.

Pela definição de conjugado de um número complexo, temos que A = B e B = A.
Também, pela definição de módulo de um número complexo, temos que | A |=| B |.
Sejam

r =| A |=| B |
θ, argumento de A
α, argumento de B.

Assim, α = −θ , logo, A = reiθ e B = re−iθ. Portanto, as três possíveis soluções
para u3 = A e u3 = B são, respectivamente:
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1. u1 = 3
√
r × e

iθ
3 ;

2. u2 = 3
√
r × e

iθ
3 + i2π

3 ;

3. u3 = 3
√
r × e

iθ
3 + i4π

3 ;

4. u4 = 3
√
r × e−

iθ
3 = u1;

5. u5 = 3
√
r × e−

iθ
3 + i2π

3 = u3;

6. u6 = 3
√
r × e−

iθ
3 + i4π

3 = u2.

Vamos calcular agora o valor de 3
√
r:

r2 = |A|2 =
(q
2

)2
+

(√∣∣∣∣q24 +
p3

27

∣∣∣∣
)2

=
q2

4
+

∣∣∣∣q24 +
p3

27

∣∣∣∣ .
Como

q2

4
+

p3

27
< 0, então:∣∣∣∣q24 +

p3

27

∣∣∣∣ = −(q2

4
+

p3

27

)
= −q2

4
− p3

27
.

Assim,

r2 =
q2

4
+

(
−q2

4
− p3

27

)
= −p3

27
=

(
−p
3

)3

.

Logo,

3
√
r2 =

3

√(
−p
3

)3

=
−p
3

.

Temos, portanto, que

3
√
r =

√
−p
3

=

√
−p√
3

=

√
−p
√
3

3
=

√
−3p
3

.

Podemos então representar os seis valores de u por

u =

√
−3p
3
× e

iϕ
3 ,
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em que ϕ = ±θ,±θ+2π,±θ+4π. Sendo assim, vamos calcular x =
( p

3u
− u
)
− a

3
.

Começaremos por
p

3u
:

p

3u
=

p

3
√
−3p
3 × e

iϕ
3

=
p× e

−iϕ
3

√
−3p

=
p
√
−3p× e

−iϕ
3

−3p
= −
√
−3p× e

−iϕ
3

3
.

Dessa forma,

x =

(
−
√
−3p× e

−iϕ
3

3
−
√
−3p× e

iϕ
3

3

)
− a

3
=

= −
√
−3p
3
×
(
e

−iϕ
3 + e

iϕ
3

)
− a

3
. (7)

Podemos notar que o valor de x para u1 e o valor de x para u4 são iguais, ou seja,
se substituírmos ϕ por θ ou por −θ, obtemos o mesmo resultado. O mesmo acontece
com os valores de x para u2 e u6 e para u3 e u5. Isso significa que, utilizando as
soluções de u3 = A obtemos três valores que correspondem aos mesmos três valores
que são obtidos se utilizamos as soluções de u3 = B. Finalmente, observe em (7) que
as três raízes são reais.

O caso
q2

4
+

p3

27
≥ 0

Vamos analisar agora o caso que
q2

4
+

p3

27
maior ou igual a zero. Sejam

A =
q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
e B =

q

2
−
√

q2

4
+

p3

27
.

Temos que A e B são números reais. Dessa forma, tanto u3 = A como u3 = B têm
uma solução real e duas complexas:

1. u1 = 3
√
A;

2. u2 = u1 × e
2πi
3 ;

3. u3 = u1 × e
4πi
3 ;
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4. u4 = 3
√
B;

5. u5 = u4 × e
2πi
3 ;

6. u6 = u4 × e
4πi
3 .

Lema 1 O valor obtido para x com u = u1 é igual ao valor de x obtido com u = u4.
O mesmo acontece com os pares (u2, u6) e (u3, u5).

Demonstração:

u1 − u4 =
p

3

u4 − u1

−p

3

 =
p

3

u4 − u1

3

√
−p3

27

 =

=
p

3

 u4 − u1

3

√
q2

4
−
(
q2

4
+

p3

27

)
 =

p

3

(
u4 − u1

3
√
AB

)
=

=
p

3

(
u4 − u1

u1.u4

)
.

Logo,
p

3
= −u1.u4.

Analogamente, obteríamos que
p

3
= −u2.u6 = −u3.u5.

Assim,

p

3u1
= −u4 e

p

3u2
= −u6 e

p

3u3
= −u5 e

p

3u4
= −u1

p

3u6
= −u2

p

3u5
= −u3.

�
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Conclusões

No caso que
q2

4
+
p3

27
< 0, todas as raízes são reais e são da forma−(uk+uk)−

a

3
,

em que uk = −
√
−3p
3
×
(
e

iθ+2(k−1)π
3 + e

−iθ−2(k−1)π
3

)
, k = 1 : 3. Lembremos que

θ é o argumento de A =
q

2
+

(√
| q

2

4
+

p3

27
|

)
i.

No caso que
q2

4
+

p3

27
≥ 0

x = −

 3

√
q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
+

3

√
q

2
−
√

q2

4
+

p3

27

− a

3

é uma raiz real da equação. As outras raízes são

x = −

 3

√
q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
× e2πi/3 +

3

√
q

2
−
√

q2

4
+

p3

27
× e−2πi/3

− a

3

e

x = −

 3

√
q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
× e−2πi/3 +

3

√
q

2
−
√

q2

4
+

p3

27
× e2πi/3

− a

3
.
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