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Este texto é uma introdução à desigualdade que relaciona médias harmônica,
geométrica e aritmética de n números reais positivos. A maior parte do que
é apresentado aqui foi traduzido e adaptado de um livro de problemas de
olimṕıadas russas de matemática ([1]).

A média aritmética de n números positivos a1, a2, ..., an é definida por

An(a1, a2, ..., an) =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
.

A média geométrica desses números é, por sua vez, definida por

Gn(a1, a2, ..., an) = n
√

a1.a2 · · · an.

E a média harmônica é o inverso da média aritmética dos inversos dos números:

Hn(a1, a2, ..., an) =
n

1

a1
+

1

a2
+ · · · 1

an

.

O primeiro resultado sobre essas médias é o seguinte: G2(a, b) ≤ A2(a, b). Ou
seja,

√
ab ≤ a + b

2
.

Para verificar isso, notemos que, como são números positivos, o resultado acima
é equivalente a

4ab ≤ (a + b)2,

isto é,
(a− b)2 ≤ 0,
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que é obviamente verdadeiro. Observemos que a igualdade vale (2
√

ab = a+ b)
se e somente se a = b. Outra forma equivalente a essas desigualdades é

(
a + b

2
)2 ≤ a2 + b2

2
.

Se pensarmos agora, em termos geométricos, que a e b são lados de um
retângulo, a desigualdade

ab ≤ (
a + b

2
)2

significa que a área do retângulo é menor que o quadrado do seu semipeŕımetro.
Assim, se a pergunta for qual é o retângulo com peŕımetro 2p que tem área
máxima, a resposta é o quadrado cujo lado é p/2. A seguir, vamos discutir
alguns problemas sobre essas desigualdades, propostos e resolvidos em [1].

(1) Prove que se a + b = 1, em que a, b são números positivos, então

(
a +

1

a

)2
+
(
b +

1

b

)2 ≥ 25

2
.

Prova: definindo x = a +
1

a
, y = b +

1

b
, temos, pelas desigualdades acima,

que
(
a +

1

a

)2
+
(
b +

1

b

)2 ≥ 1

2

(
1 +

1

a
+

1

b

)2
=

1

2

(
1 +

1

ab

)2
,

pois a + b = 1. Mas, ab ≤ 1/4, pela relação entre as médias geométrica e

aritmética, de a e b. Logo, 1 +
1

ab
≥ 5 e, assim, temos que

(
a +

1

a

)2
+
(
b +

1

b

)2 ≥ 1

2

(
1 +

1

ab

)2 ≥ 25

4
.

(2) Mostre que, para quaisquer números positivos a, b, c,

(a + b)(b + c)(c + a) ≥ 8abc.

A prova decorre da seguinte desigualdade

A2(a, b).A2(b, c).A2(c, a) ≥ G2(a, b).G2(b, c).G2(c, a).
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(3) Prove que, se a, b, c são inteiros positivos,
(a + b + c)

3
≥ 3
√

abc.

Prova (a prova seguinte é uma prova diferente da encontrada em [1]): su-
pondo que 0 < a ≤ b ≤ c, sejam r = b− a, s = c− b. Assim,

abc = (b− r)b(b + s) = b3 + (s− r)b2 − brs =

=
[
b +

s− r

3

]3 − 3b
(s− r)2

9
− (s− r)3

27
− brs =

=
(3b + s− r

3

)3 − (s− r)2

9

[
2b +

3b + s− r

3

]
− brs =

=
(a + b + c)3

27
− (s− r)2

9

[
2b +

a + b + c

3

]
− brs ≤ (a + b + c)3

27

O teorema seguinte é uma generalização dos resultados anteriores.

Teorema das Médias Aritmética, Geométrica e Harmônica: sejam
a1, a2, ..., an números reais positivos. Então Hn(a1, ..., an) ≤ Gn(a1, ..., an) ≤
An(a1, ..., an). E a igualdade vale se e só se todos os números são iguais.

Prova (por indução em n): o teorema é verdadeiro para n = 2. Vamos
supor, por indução, que o teorema vale então para n ≥ 2. Sejam agora
a1, a2, ..., an, an+1 números reais positivos, tais que an+1 é o maior deles. Então

an+1 ≥
a1 + · · ·+ an

n

(verifique isso, usando a propriedade de ordem: se a ≥ b, a ≥ c então 2a ≥ b+c).
Denotando An(a1, ..., an) por An e An+1(a1, ..., an+1) por An+1, temos que

An+1 =
nAn + an+1

n + 1
.

Como an+1 ≥ An, an+1 = An + b, com b ≥ 0. Note que, se os números não são
todos iguais, b > 0. Logo,

An+1 =
nAn + An + b

n + 1
= An +

b

n + 1
.
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Então, (An+1)
n+1 = (An)n+1 + (An)n.b + ... , ou seja,

(An+1)
n+1 ≥ (An)n+1 + (An)n.b = (An)n(An + b) = (An)n.an+1

Pela hipótese de indução, (An)n ≥ a1...an. Assim, (An+1)
n+1 ≥ a1...an.an+1,

isto é,
An+1(a1, ..., an+1) ≥ Gn+1(a1, ..., an+1).

Para mostrar que Hn(a1, ..., an) ≤ Gn(a1, ..., an), basta ver que

An(
1

a1
, ...,

1

an

) ≥ Gn(
1

a1
, ...,

1

an

)

(conclua a prova a partir dáı).

Verifique como fica cada desigualdade na prova do teorema acima se os
números não forem todos iguais.

(4) Mostre que, para qualquer inteiro positivo n,

n! <
(n + 1

2

)n
.

Basta ver que Gn(1, 2, ..., n) < An(1, 2, ..., n) e que An(1, 2, ..., n) =
(n + 1)

2
.
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