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Este texto é uma introdugao a desigualdade que relaciona médias harmonica,
geométrica e aritmética de m numeros reais positivos. A maior parte do que
é apresentado aqui foi traduzido e adaptado de um livro de problemas de
olimpiadas russas de matemdtica ([1]).

A média aritmética de n nimeros positivos aq, as, ..., a, ¢ definida por

ai+ax+---+a
An(alaa2a "'aan) = n n‘

A média geométrica desses numeros é, por sua vez, definida por

Grlay,ag,...,an) = Yaj.az - ay.

E a média harmonica é o inverso da média aritmética dos inversos dos ndmeros:

n
1 1 1
aq a9 Qp,

Hy(ai,az2,...,a,) =

O primeiro resultado sobre essas médias é o seguinte: Gz(a,b) < As(a,b). Ou
seja,

mg“;b.

Para verificar isso, notemos que, como sao numeros positivos, o resultado acima
é equivalente a

4ab < (a + b)?,
isto é,
(a—b)? <0,
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que é obviamente verdadeiro. Observemos que a igualdade vale (2v/ab = a+b)
se e somente se a = b. Outra forma equivalente a essas desigualdades é

a+b

a? + b?
5 .

2

()<
Se pensarmos agora, em termos geométricos, que a e b sao lados de um

retangulo, a desigualdade
a+b

ab < 2

<229

significa que a area do retangulo é menor que o quadrado do seu semiperimetro.
Assim, se a pergunta for qual é o retdngulo com perimetro 2p que tem &rea
méxima, a resposta é o quadrado cujo lado é p/2. A seguir, vamos discutir
alguns problemas sobre essas desigualdades, propostos e resolvidos em [1].

(1) Prove que se a +b =1, em que a,b sdo nimeros positivos, entdo
1

12 2 25
(a+ ) +(b+3)" >

1
Prova: definindo z =a+ -,y =b+ 7 temos, pelas desigualdades acima,

que a
1,2 1o 1 1 12 1 1.2
(a+ ) +(b+3) =50+ -+3) =51+ ),

pois a +b = 1. Mas, ab < 1/4, pela relagdo entre as médias geométrica e

aritmética, de a e b. Logo, 1 + p > 5 e, assim, temos que
a

a3+ 0+3) 2 50+ )

(2) Mostre que, para quaisquer nimeros positivos a, b, ¢,

(a+b)(b+c)(c+ a) > 8abe.

A prova decorre da seguinte desigualdade

As(a,b).As(b,¢).Aa(c,a) > Ga(a,b).Ga(b, ¢).Ga(c, a).
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b
(3) Prove que, se a, b, ¢ sdo inteiros positivos, w > Vabe.

Prova (a prova seguinte é uma prova diferente da encontrada em [1]): su-
pondo que 0 < a <b<e¢,sejamr=>b—a, s=c—b. Assim,

abc = (b—7)b(b+s) =b> + (s —7r)b*> — brs =

(s—71)% (s—1)3

s—1q3
=1|b —3b — —brs =
[+ ] 3 9 o TS
3b+s—r3 (s—r)? 3Bb+s—r
:( 3 ) - 9 [2b+f]—b7"5:
(a+b+c)P (s—r)? a+b+c (a+b+c)?
- _ 2 s < 2O
27 e e

O teorema seguinte é uma generalizagdo dos resultados anteriores.

Teorema das Médias Aritmética, Geométrica e Harmonica: sejam
ai, as, ..., a, nimeros reais positivos. Entdo Hy, (a1, ...,a,) < Gplay,...,a,) <
Ay (aq, ..., a,). E aigualdade vale se e sé se todos os ntimeros sio iguais.

Prova (por indugao em n): o teorema é verdadeiro para n = 2. Vamos
supor, por inducao, que o teorema vale entao para n > 2. Sejam agora
a1, Qg ..., ay, Gp+1 NUMeros reais positivos, tais que a,+1 € o maior deles. Entao

a1+...+an

An+41 Z n

(verifique isso, usando a propriedade de ordem: se a > b, a > centéo 2a > b+c).
Denotando A, (ay,...,a,) por A, e Anii(aq,...,ant1) por Apy1, temos que

nAn + Ap41

Antr = n+1

Como any1 > Apn, any1 = A, +b, com b > 0. Note que, se os niimeros nao sao
todos iguais, b > 0. Logo,

nA, + A, +b b

An+1: n+1 n —

n+1’
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Entdo, (A,41)" ! = (A4,)"" 4+ (4,)".b + ..., ou seja,
(An+1)n+1 2 (An)n+1 + (An)nb = (An)n(An + b) = (An)n~an+1
Pela hipétese de inducdo, (A,)" > ay...a,. Assim, (A,11)" ! > ay...an.an41,
isto é,
An+1(a1, ceey a/n+1) Z Gn+1(a1, ceey an+1).

Para mostrar que H,(ay,...,a,) < Gn(a1, ..., an), basta ver que

(conclua a prova a partir daf).

Verifique como fica cada desigualdade na prova do teorema acima se os
nimeros nao forem todos iguais.

(4) Mostre que, para qualquer inteiro positivo n,

nl < (n+1)n'

(n+1)
5

Basta ver que G,,(1,2,...,n) < A,(1,2,...,n) e que 4,(1,2,...,n) =
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