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Filbsofos gregos, na época de Pitagoras, consideravauirseca como parte da
matematica. Pitagoras percebeu que, ao se vibrar uma estidada, sequéncias de
ondas se formam. Comecando com a corda formando uma s @sdgiiéncia de
ondas seguinte & formada por duas ondas de menor alturduagezes mais rapida;
a seqiiéncia seguinte & formada por trés ondas de mdnoa glie a da seqiiéncia
anterior, mas trés vezes mais rapida que a primeira ofitirsoe, assim, por diante.
Os primeiros modos de oscilacdo de uma corda vibrandapsdevistos na figura 1.

Os gregos logo perceberam que as ondas da segunda seqigsszam por pontos
gue dividem a corda em duas partes iguais, as da terceiw@&rsgg, em pontos que
a dividem em trés partes iguais e, assim, sucessivamemtea cBrda for longa o
bastante, estes pontos e as ondas sao visiveis. Todadssssarsobrepdem, ao mesmo
tempo, gerando um desenho complexo. Isso pode ser visiakra um violao que
tem trastes, que sao aquelas divisBes transversais eo thoaviolao. O12° traste
divide as seis cordas do violao pela metade. Se pousarvermémte o dedo médio
na corda mais grossa sobre esse traste e dedilharmos aaorttig solitaria maior &
abafada e podemos ver, claramente, a sequéncia de dussviiniindo.

Definimos que drequénciade um movimento periddico &€ o nimero de ciclos
(aquilo que se repete) do movimento por segundo. Por exem@lprimeiro modo
temos que a corda fez 1/2 ciclo no mesmo tempo que no segurdivareorda fez 1
ciclo. Se chamarmos a freqiiéncia do primeiro modg ¢(eefrequéncidundamental
do movimento oscilatorio), a frequiéncia do segundo maag; do terceiro,3f e,
assim, por diante. Chamamostdertz (abreviadamente, Hz) & unidade de frequéncia
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correspondente a 1/(1 segundo).

Um movimento oscilatorio, como o de uma corda de violaoarido, pressiona o
ar em ondas, como aquelas que sdo causadas na agua pordrenpgada em um
lago. Essas ondas chegam até os nossos ouvidos e fazemogimassos timpanos,
0 que 0 cérebro interpreta como som. Quanto maior a fregi@@o movimento,
mais agudo & o som. Segundo o0s especialistas, hossos swapdtam sons cujas
frequéncias variam de 17 Hz a 17.000 Hz.

\oltando ao violao, o som causado por um dedilhar de umaaceral resultado
da soma de varios sons simultaneos: o da freqiiénciafmedtalf e os de todas
as suas freqiiéncias multiplas inteirag,(3f etc). Cada uma dessas frequéncias é
dita um harmdnico. O primeiro harmdnico soa com muito nr@Ensidade (volume
mais alto) que os posteriores, e a gente 0 percebe como umannsical. As outras
frequéncias, que vao ficando inaudiveis conforme algagia aumenta e a energia
da onda associada diminui, nao sao percebidas como ristedas. O resultado da
sobreposicao desses harmonicos €& o quetdale caracteristico da corda, se & de
violao, de violino, de violoncelo etc.

Suponhamos, agora, que temos presilhas que podem fixar @ @ordm ponto
qualquer dela. Se fixarmos uma presilha (pode ser o ded®rf@timente apoiado)
no meio da corda e vibrarmos o pedaco (nesse caso, a metade)dh a direita da
presilha (ou do dedo médio), obtemos a oitava acima do s@liemos qundo to-
camos a corda completamente solta (experimentem!). Assilmrmaonicos seguintes
ao som da corda solta poderiam ser analogamente reprodisada presilha (ou o
dedo médio) fosse colocada em pontos que dividissem @ biagioldo de tal modo
gue dedilhassemos as cordas nos segmentos que seguissguéaca 1/2, 2/3, 3/4,
4/5, 5/6 etc. Ao dedilhar a nota, em cada um desses casosriamos uma onda
solitaria de forma analoga a cada um dos ventres formadogun respectivo. A
forma vai depender da for¢a que eu dedilho a corda. O quepeesndente (pelo
menos, foi para mim antes de estudar a fisica do movimertitatisio) &€ que a
frequiéncia fundamental ndo muda, ndo importa a forgawpcé usa para dedilhar
a corda (desde que nao ultrapasse a elasticidade da cordejagpulesde que nao a
arrebente). Objetos que vibram de modo puro, como os coposdial, as flautas
e os instrumentos de corda, produzem sons fundamentaisqleéficias especificas.
Por exemplo, se vocé percute um copo de cristal, ele vairamitmesmo som fun-
damental, talvez mais intenso se vocé percuti-lo maig fanas ele emitam mesmo
som fundamental.

Entretanto,parece que 0s gregos nao se entusiasmaraaspelwo fisico do som,
interessaram-se mais pelos aspectos matematicos efo®hvéa geracao de sons. Por
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Figura 1: Harmdnicos

exemplo, eles logo perceberam que sons, cujas freqi®ficiaf, estdo relacionadas
pela equacag, = 2* f;, em quek & inteiro, sao equivalenteg; & uma versao aguda
de f1, sek for positivo, e dizemos que o som de freqiientia & oitavas acima do
som de frequéncig, ; sek for negativo,f, € uma versao grave dg, e dizemos que
o som de frequénci# € k oitavas abaixo do som de freqiiéngia

Nao sabemos se eles pensavam em freqiiéncia, com celdszpeasavam de
forma semelhante, em divisdes em poténcias de 2: o sonuzidmpela corda solta
era uma versao mais grave do som produzido quando se deddltarda com o dedo
médio apoiado no meio da corda e, assim, por diante. Ouisa coonumental que
eles observaram foi que a razao entre freqiiéncias (oardpramentos) &€ que carac-
teriza um intervalo sonoro. Vamos fazer um desenho de unt cw® extremidades
R e S. Vamos dividir a corda em 3 pedagos iguais, em que o printeigm vai deR
até Ry, o segundo vai d&; atéS; e o Ultimo, deS; aS. Chame deV/ o ponto que
divide RS ao meio. Divida, agoral/ S em 3 pedacos: o primeiro ter¢o vai dé a
Rs, 0 segundo vai d&, a.S; e o (ltimo, deS, a S. Pois bem, 0 som produzido pelo
dedilhar do trecho da cord; S, com o dedo médio apoiado soliRe, & uma versao
mais grave do som produzido dedilhandoRse, quando o dedo médio esta apoiado
sobreR,. Observe qu&kS/R;S = MS/R.S = 3/2 (ver figura 2).
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R R1 M R2 =81 S2 S

Figura 2: Intervalo sonoro e razao

Outra coisa que acharam significante foi o fato de que sonsdmosos pudessem
ser obtidos ao se dedilhar, simultanemante, cordas dagpesgundo razdes do tipo
(n+1)/n, n =1, 2, 3. Se fixarmos uma corda de comprimento iguah e fixarmos
paralelamente a ela outras cordas de tamanho 3/4 m, 2/3 nme, B&2raz0es entre o
comprimento da primeira corda e os comprimentos das outtasdas serao 4/3, 3/2
e 2/1. Os gregos ficaram mesmerizados com o seguinte fatdilisarmos a corda
de razao 4/3 (ou seja, de tamanho 3/4) como padrao e agwsawionos uma corda
cujo tamanho seja 2/3 dela, o resultado serd uma corda dakemi/2 m. Nos, que
estamos acostumados a multiplicar fracdes, achamostissw. Mas eles nao estavam
pensando em nimeros, 0s elementos em jogo eram sons. Eotmeda corda maior
e 0 som da corda 4/3, que era mais agudo, havia um intervatosgnentre o som
da corda 4/3 e o da corda 2/1 havia um intervalo sonoro y. Qgogrentenderam
gue, ha matematica do som, y era também o intervalo entteala corda maior e 0
som da corda 3/2. Assim, a soma dos dois intervalos x e y eraviteva € iSso era
demonstrado pelo produto das razdes associadas aos sons:

43 2
32 1

Suponhamos, agora, que eu queira dividir uma oitava em &Rvalbs sonoros
iguais. Matematicamente falando, defininflo= f, procuro freqiénciag,, ..., fi2
tais quef : fa : f3 : ... : fi2 : 2f, pois uma oitava esta na razao 2:1. Denotando
r = fiy1/fii = 1,...,11, qual o valor de-? E essa razae, r = /2 ~ 21/12,
gue os fabricantes de instrumentos utilizam para que astd® soem com intervalos
consecutivos iguais, ditosemitons Em http://pt.wikipedia.org/wiki/Metro, vemos
gue... o metroé definido como sendo o comprimento do trajeto percorrida pel
no vacuo, durante um intervalo de tempo de 1/299792458 de segundA adodo
desta definio corresponde a fixar a velocidade da luz racwo em 299.792.458
m/s. Em mdsica, a nota padrao, a partir da qual todas sao dadingda nota, do
centro do piano, denotada p&4, que corresponde a uma freqiiéncia de 440 Hertz,
ou seja, 440 ciclos por segundo. Um diapasao, que pode sgrrado em qualquer
loja de instrumentos musicais, € uma forquilha de metaléuélizada para afinar
instrumentos (em inglésining fork. Quando vocé percute o diapasao, ele emite um
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som de 440 Hz, ou seja, um A4,

Na musica ocidental, as 12 notas em cada oitava sao: A@&)si bemol), B (si),
C (d6), C# (d6 sustenido), D (ré), Eb (mi bemol), E (mi)f& ( F# (fa sustenido), G
(sol), Ab (Ia bemol). Essa escala de notas € dita uma esgaizética. Os intervalos
entre essas notas sao classificados a seguir:

e Primeira justa ou unissono: sem intervalos entre os dos so
e Segunda

— menor: distancia de um semitom entre os sons.
— maior: distancia de dois semitons entre os sons.

e Terca

— menor: distancia de trés semitons entre os sons.
— maior: distancia de quatro semitons entre 0s sons.

e Quarta: distancia de cinco semitons entre os sons.

— Quarta aumentada ou quinta diminuta: distancia de seig@&s®entre os
sons.

e Quinta: distancia de sete semitons entre os sons.
e Sexta

— menor: distancia de oito semitons entre os sons.

— maior: distancia de nove semitons entre 0s sons.
e Sétima

— menor: distancia de dez semitons entre os sons.

— maior: distancia de onze semitons entre 0s sons.

e Oitava: distancia de doze semitons entre os sons.

Por exemplo, o intervalo de A4 até E5, que & no sentido dscde, &€ um intervalo
de quinta, composto de 7 semitons: A4 Bb4 B4 C5 C#5 D5 Eb5 EfndCa
freqiigncia de A4 & 440 Hz, a frequéncia de E5 géa< ( ¥/2)7. Note que( ¥/2)7 ~
1.4983, que & proximo de 3/2.
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No piano, se eu saio da nota la mais grave do piano (A0, 27).5edzhego, por
uma escala de quintas, ao la mais agudo (A7, 3520 Hz) - unvaltede 7 oitavas:

AO E1 B1 F#2 C#3 Ab3 Eb4 Bb4 F5 C6 G6 D7 A7.

Os gregos (na verdade, desde o inicio do texto, quandovesgregos me refiro
aos discipulos de Pitagoras) construiram a escala dffitéca de um modo diferente
ao nosso modo artificial (o artificio, no caso, foi geraeimalos sonoros iguais, a
partir da razao'V/2). A escala pitagorica foi bastante utilizada pelo ocideaté o
inicio do século XIX (nao se sabe qual temperamento Baitilkau na sua célebre
obraO cravo bem temperadmas os historiadores afirmam que, certamente, nao foi
o temperamento em 12 intervalos iguais). Pitagoras atiligara temperamento o
processo de obtenc¢ao de quintas ditas pitagoricas, era tpzao entre as frequiéncias
€ 3/2, e nag ¥/2)7. Por esse processo, a escala comegando em A0 nZo chega a A7 e
sim, a uma nota muito proxima dela.

A seguir, veremos que ha uma razao matematica para a&andsidental ter es-
colhido dividir uma oitava em 12 intervalos musicais. Essg80o poderia, no lugar
de 12, ter levado a escolher 41, 53, 306, 665, 15601, ou ouinoeros maiores de
uma certa seqiiéncia que comega com esses nimerosréssetpelo niumero de in-
tervalos sonoros em uma oitava & muito antigo. Historiesloreditam a Ching Fang
(78-37 AC), um tebrico de mlsica chinés, o calculo dagipnacao de 31 oitavas por
uma série de 53 quintas pitagbricas. Em 1713, a escala detd88 em uma oitava
foi confirmada como a escala oficial da China ([1]). Embora heferéncias a anti-
gos instrumentos chineses de sopro e de cordas que usavatemgeramento, 0s
instrumentos de corda conhecidos no ocidente, como o ggzhesinstrumentos gin
(por exemplo, o guqin), sao afinados e tocados no tempetaroeidental usual de
12 intervalos, pelo menos & o que eu sei até agora (semlgung informacgao desses
instrumentos serem tocados no sistema de 53 notas, poy fia@ode-me um e-mail).
O inglés Robert Holford Macdowall Bosanquet idealizou urstiumento com um
teclado nesse sistema, cujo protbtipo foi construido 8243 e esta exposto ainda
hoje no South Kensington Museum, em Londres. Recentemamig guitarra nesse
sistema - a dinarra - foi inventada pelo uruguaio Eduard@a&&aribaldi.

A seqiéncia pitagorica de quintas

Vamos apresentar, a seguir, um modo de geracao de sons gregos utilizaram
- a escala pitagorica de quintas. Primeiramente, vamadiidavcorda PQ em 3 partes
iguais, originando, assim, os pontBse ;. Fixe P; e vibre a parte maior da corda,
relativa a 2/3 da corda. O intervalo sonoro entre 0 som pliddunm a corda livre e o
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som produzido no trechB, 2, com a corda apertada efa, € o que chamamos de um
intervalo de quinta pitagbrica. Observe que a razao enfreqiiéncia de uma onda
produzida no segmentB, Q e a freqiiéncia de uma produzida €t & 3/2. Vamos
gerar, a seguir, uma sequéncia de quintas pitagoéribaspada de escala pitagérica:
divida P, Q em 3 partes, originando os pontBse Q2. Conclui-se qué’%Q & 4/9 de
PQ. Novamente, o som produzido vibrando-se o treeh@, com o dedo apertando
a corda enP,, corresponde a uma quinta exata do som emitido vibrandge

P2 M
6—>5

P P1 P2 01 02

Figura 3: Quinta pitagérica

Observagao: com&,@Q < PQ/2, 0 som produzido poP,(Q esta em outro intervalo
de oitava. Agoral/2 —4/9 = 1/2.1/9. Ou seja, o som produzido pé:(Q cor-
responde a uma oitava acima do som produzidoFg’ﬁj, cujo comprimento & 8/9.
Ou seja, toda vez que o processo gerar um ponto a direitartto p@edio da corda,
gue gera um som uma oitava acima, pode-se sempre tomar umquréspondente
ao som uma oitava abaixo. Isso & importante para o procettmperque na divisao
fisica por 3 0 segmento de corda vai ficando cada vez meriioyltindo a gerag¢ao
de som. As 7 primeiras freqiéncias relativas obtidas peloedimento grego sao 1,
3/2,9/8, 27/16, 81/64, 243/128, 729/512.

Se continuassemos esse processo sem nos preocuparmadegardenota de al-
guma oitava para outra, obteriamos a seqiiéncia dedség;), em quen;, = 2% /3%,
gue € a relagdo entre o tamanhof&) e PQ. A razao entre a frequiéncia da onda
produzida emP,.Q e a freqiiéncia da onda produzida &® &, entaog"* /2k. E claro
gue esse processo nunca levara a alguma oitava do somatyrigioduzida quando
dividimos a corda em poténcias de 2. O problema é: quangenaes parar esse pro-
cesso infinito de obtencao de sons? Ou seja, quadtas serdo aproximadamente
n oitavas? Ou, matematicamente, quais os termos da segi&p2* que estasufi-
cientement@roximos de2”? 3k = 2kleg3/lo92 em quelog € o logaritmo neperiano.
A pergunta entdo se torna: para que valoreg denumerok(log 3/log 2 — 1) fica
proximo de um nimero inteira?
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Fracdes contnuas

Uma forma de expressar o nimero irracioigl 3/ log 2 € através da sua repre-
sentacao em fracdes continuas regulares. foagéo continua regularé uma fracao
continua em que o numerador da parte nao inteira &€ segumkd 1. Por exemplo, a
fracao continua regular de 9/7 &

1

=1+ :
3+3

|

Il

—_
+

|

I

—_
+

SIS

Representamos entao 9/7 por [1,3,2] (observe que [1[3,3]2,1]). Nao é dificil
mostrar que um namero racional tem uma representa¢@ ¢mno uma fragao con-
tinua regular. A reciproca & obviamente verdadeirax®greos que a representacao
de um nUmero racional, diferente de 1, nao pode terminal,esssa representacao &
Unica.

Um teorema nos diz que dada a representacao de um nlmegmiialz em
fracbes continuas regulares, que & infinita, a sezjéi&te racionais resultantes dos
truncamentos da fragao continua, que chamamaodeergentes converge para X
(ver [2], [4]). Por exemplo, a expansao em fracdes curats regulares deg 3/ log 2
e[1,1,1,2,2,3,1,5, 2,23, ...]. Isto quer dizer que os eagentes da representacao
de(log 3/log2—1),queé|0,1,1,2,2,63,1,5, 2,23, ...], serdao aproxireagiara
n/k, em quen & o nUmero de oitavaskeé o nimero de quintas.

0,1,1,2,2,3,1,..] =0+
[ ] 1+ 1+ 111
2+2+ﬁ1_
3+¢
e a seqiiéncia de seus convergentes & a seguinte:
[0]=0
1
[0,1,1]=0+ L1
? ) - 1+% - 2
1 3
0,1,1,2] =0+ ——— ==
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1 7
[0,1,1,2,2] =0+ T —
1 T 12

1+2+%

1 24
0,1,1,2,2,3| =04+ —————— = —
[7;7;7] +1+1+11 41

2+—1-2+1§

1 31

0,1,1,2,2,3,1]=04 ——— ===
[ ) 1+ 57 L 53
R

3+1

etc. Os convergentes sao aproximacoes bastante sdates, como veremos no teo-
rema a seguir, cuja demonstracao pode ser acompanha@a @radrema 2).

Teorema 1 Sex & um rimero irracional erdio todo convergentd,, / B,, dex & uma
aproximag@o 6tima dez, no sentido que

A,
%;A =280 <b< By = |Bur — Au| < bz —al.
Note que, sed,,/B,, € um convergente de entao

B,

a
gl <ole31
x N x b
e isto implica que

n a
pois0 < b < B,. Assim, para qualquer fracdo diferente de 7/12 (que éiotqu
convergente deldg 3/ log 2 -1)), com denominaddr entre 1 e 12, e com qualquer
numerador, temos que

1 1
0g371 7l< 0g371 _a
log 2 12 log 2 b
Vamos comparar, agora, as aproximacdes dadas pelosrgentes com os inter-
valos gerados pelos instrumentos de hoje em dia, que tépetamento igual. O

segundo convergente & 1/1, ou seja, estariamos aprok@aavitava de A0 a Al pelo
intervalo de quinta pitagorica de A0 a um som pouco mais ague E1 (lembrando

)
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que( ¥/2)7 < 3/2). Essa aproximagao & péssima. O terceiro convergehit®, ou
seja, estariamos aproximando o intervalo de A0 a Al petoato de A0 a um som
pouco mais agudo que B1 (de AO a B1 sao duas quintas norm@isEA B1), que
ainda & muito ruim. O quarto convergente & 3/5, ou sejatervialo de A0 a A3 é
aproximado pelo intervalo de A0 a um som entre Ab3 e A3 (A0 E1 B2 C#3
Ab3 s&o 5 quintas normais).

O quinto convergente significa aproximar 7 oitavas por 12tqsi pitagoricas.
Veremos que, nesse caso, a estimativa para o intervalo&nteea aproximacao de
A7 & muito razoavel:

27.5 x [(3/2)'2
27.5 x ( N/27)12

Notemos que o intervalo &€ menor que 1/4 de um semitom atualéqum intervalo
guase impossivel de ser detectado pelo ouvido humanosi@dando as 12 quintas
pitagoricas para um intervalo de uma oitava (veja obsé@wacima), obtemos uma
divisdo de uma oitava em 12 partes desiguais - o temperaméagorico.

O sexto convergente implicaria em criarmos uma escala deottls.n Embora
existam alguns tedricos de misica que defendem essermgreo, poucos se aven-
turaram pela composicao nesse sistema. O pianista e legigehngaro Paul von
Janko, que foi aluno do célebre compositor austriac@@Briickner, construiu em
1882 um piano com essa afinacao, que esta em exposigaamente no Gemeente-
museum, na cidade holandesa de Haia.

Finalmente, o sétimo convergente (31/53) & o que deumrgem sistema bas-
tante abrangente. A teoria musical turca moderna utiliga sistema, mais do ponto
de vista tebrico do que pratico, pois tem que contemplaota misica tradicional
turca, com seus diversos microtonalismos, como a musid®eacujo sistema utiliza,
predominantemente, 17 notas dentro de uma oitava.

A misica do século XXI tem a seu dispor uma tecnologia adkcague avanca
dia a dia a passos largos. O microtonalismo, que & como saachacriagcao de
misica com escalas com mais de 12 notas por oitava, &€ umia deccomposi¢cao com
muitos adeptos hoje em dia, que dispdem de diversos instias, eletrdnicos em sua
maioria, para gerar sons com frequéncias especificadasipgario. A matematica
€ uma ferramenta cotidiana para esses compositores. &opéx ha o problema de
transcricao melddica nesses sistemas microtonai€ mpswlvido a partir de operacdes
com matrizes. Entre os compositores que utilizaram o ss@enb3 notas, destaca-
se 0 americano Ben Johnston, nascido em 1926, que comeantie camara no
sistema de 53 notas (por exemplo, os String Quartet No. 2 8N&m 2006, o ucra-

~ 1.0136 < ( ¥/2)'/* = 0.0145.
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niano Mykhaylo Khramov lan¢ou o cd Another Tuning, ondechénposi¢cdes para o

teclado de 53 notas de Bosanquet (as masicas do CD esfimilisis na rede). Ha

diversos outros sistemas microtonais, modernos e antiguge os antigos, ha o indi-

ano, utilizado nas composi¢des de ragas, com 22 notagutriis razdes matematicas,
aléem de fragdes continuas, para a adocao dessanasstdas vamos ficar por aqui,
pois precisariamos de mais técnica de Teoria Musicalfpfaamais sobre isso (veja,

por exemplo, [1]).
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