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Filósofos gregos, na época de Pitágoras, consideravam amúsica como parte da
matemática. Pitágoras percebeu que, ao se vibrar uma corda esticada, seqüências de
ondas se formam. Começando com a corda formando uma só onda, a seqüência de
ondas seguinte é formada por duas ondas de menor altura, masduas vezes mais rápida;
a seqüência seguinte é formada por três ondas de menor altura que a da seqüência
anterior, mas três vezes mais rápida que a primeira onda solitária e, assim, por diante.
Os primeiros modos de oscilação de uma corda vibrando podem ser vistos na figura 1.

Os gregos logo perceberam que as ondas da segunda seqüência passam por pontos
que dividem a corda em duas partes iguais, as da terceira seq¨uência, em pontos que
a dividem em três partes iguais e, assim, sucessivamente. Se a corda for longa o
bastante, estes pontos e as ondas são visı́veis. Todas as ondas se sobrepõem, ao mesmo
tempo, gerando um desenho complexo. Isso pode ser visualizado em um violão que
tem trastes, que são aquelas divisões transversais ao braço do violão. O12◦ traste
divide as seis cordas do violão pela metade. Se pousarmos levemente o dedo médio
na corda mais grossa sobre esse traste e dedilharmos a corda,a onda solitária maior é
abafada e podemos ver, claramente, a seqüência de duas ondas vibrando.

Definimos que afreqüência de um movimento periódico é o número de ciclos
(aquilo que se repete) do movimento por segundo. Por exemplo, no primeiro modo
temos que a corda fez 1/2 ciclo no mesmo tempo que no segundo modo a corda fez 1
ciclo. Se chamarmos a freqüência do primeiro modo def (a freqüênciafundamental
do movimento oscilatório), a freqüência do segundo modoé 2f ; do terceiro,3f e,
assim, por diante. Chamamos deHertz (abreviadamente, Hz) à unidade de freqüência
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correspondente a 1/(1 segundo).
Um movimento oscilatório, como o de uma corda de violão vibrando, pressiona o

ar em ondas, como aquelas que são causadas na água por uma pedra jogada em um
lago. Essas ondas chegam até os nossos ouvidos e fazem vibrar os nossos tı́mpanos,
o que o cérebro interpreta como som. Quanto maior a freqüência do movimento,
mais agudo é o som. Segundo os especialistas, nossos ouvidos captam sons cujas
freqüências variam de 17 Hz a 17.000 Hz.

Voltando ao violão, o som causado por um dedilhar de uma corda é o resultado
da soma de vários sons simultâneos: o da freqüência fundamentalf e os de todas
as suas freqüências múltiplas inteiras (2f , 3f etc). Cada uma dessas freqüências é
dita um harmônico. O primeiro harmônico soa com muito maisintensidade (volume
mais alto) que os posteriores, e a gente o percebe como uma nota musical. As outras
freqüências, que vão ficando inaudı́veis conforme a freqüência aumenta e a energia
da onda associada diminui, não são percebidas como notas distintas. O resultado da
sobreposição desses harmônicos é o que dá otimbre caracterı́stico da corda, se é de
violão, de violino, de violoncelo etc.

Suponhamos, agora, que temos presilhas que podem fixar a corda em um ponto
qualquer dela. Se fixarmos uma presilha (pode ser o dedo médio fortemente apoiado)
no meio da corda e vibrarmos o pedaço (nesse caso, a metade) da corda à direita da
presilha (ou do dedo médio), obtemos a oitava acima do som que obtemos qundo to-
camos a corda completamente solta (experimentem!). Assim,os harmônicos seguintes
ao som da corda solta poderiam ser analogamente reproduzidos se a presilha (ou o
dedo médio) fosse colocada em pontos que dividissem o braço do violão de tal modo
que dedilhássemos as cordas nos segmentos que seguissem a sequência 1/2, 2/3, 3/4,
4/5, 5/6 etc. Ao dedilhar a nota, em cada um desses casos, formarı́amos uma onda
solitária de forma análoga a cada um dos ventres formado nomodo respectivo. A
forma vai depender da força que eu dedilho a corda. O que é surpreendente (pelo
menos, foi para mim antes de estudar a fı́sica do movimento oscilatório) é que a
freqüência fundamental não muda, não importa a força que você usa para dedilhar
a corda (desde que nao ultrapasse a elasticidade da corda, ouseja, desde que não a
arrebente). Objetos que vibram de modo puro, como os copos decristal, as flautas
e os instrumentos de corda, produzem sons fundamentais de freqüências especı́ficas.
Por exemplo, se você percute um copo de cristal, ele vai emitir um mesmo som fun-
damental, talvez mais intenso se você percuti-lo mais forte, mas ele emiteum mesmo
som fundamental.

Entretanto,parece que os gregos não se entusiasmaram peloaspecto fı́sico do som,
interessaram-se mais pelos aspectos matemáticos envolvidos na geração de sons. Por
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Figura 1: Harmônicos

exemplo, eles logo perceberam que sons, cujas freqüênciasf1 ef2 estão relacionadas
pela equaçãof2 = 2kf1, em quek é inteiro, são equivalentes:f2 é uma versão aguda
def1, sek for positivo, e dizemos que o som de freqüênciaf2 é k oitavas acima do
som de freqüênciaf1; sek for negativo,f2 é uma versão grave def1, e dizemos que
o som de freqüênciaf2 ék oitavas abaixo do som de freqüênciaf1.

Não sabemos se eles pensavam em freqüência, com certeza eles pensavam de
forma semelhante, em divisões em potências de 2: o som produzido pela corda solta
era uma versão mais grave do som produzido quando se dedilhava a corda com o dedo
médio apoiado no meio da corda e, assim, por diante. Outra coisa monumental que
eles observaram foi que a razão entre freqüências (ou de comprimentos) é que carac-
teriza um intervalo sonoro. Vamos fazer um desenho de uma corda de extremidades
R e S. Vamos dividir a corda em 3 pedaços iguais, em que o primeiroterço vai deR
atéR1, o segundo vai deR1 atéS1 e o último, deS1 a S. Chame deM o ponto que
divide RS ao meio. Divida, agora,MS em 3 pedaços: o primeiro terço vai deM a
R2, o segundo vai deR2 aS2 e o último, deS2 a S. Pois bem, o som produzido pelo
dedilhar do trecho da cordaR1S, com o dedo médio apoiado sobreR1, é uma versão
mais grave do som produzido dedilhando-seR2S, quando o dedo médio está apoiado
sobreR2. Observe queRS/R1S = MS/R2S = 3/2 (ver figura 2).
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o oo o

R SMR1  S1 S2R2 = 

Figura 2: Intervalo sonoro e razão

Outra coisa que acharam significante foi o fato de que sons harmoniosos pudessem
ser obtidos ao se dedilhar, simultanemante, cordas dispostas segundo razões do tipo
(n+1)/n, n = 1, 2, 3. Se fixarmos uma corda de comprimento iguala 1m e fixarmos
paralelamente a ela outras cordas de tamanho 3/4 m, 2/3 m e 1/2m, as razões entre o
comprimento da primeira corda e os comprimentos das outras 3cordas serão 4/3, 3/2
e 2/1. Os gregos ficaram mesmerizados com o seguinte fato: se utilizarmos a corda
de razão 4/3 (ou seja, de tamanho 3/4) como padrão e agora construirmos uma corda
cujo tamanho seja 2/3 dela, o resultado será uma corda de tamanho 1/2 m. Nós, que
estamos acostumados a multiplicar frações, achamos issoóbvio. Mas eles não estavam
pensando em números, os elementos em jogo eram sons. Entre osom da corda maior
e o som da corda 4/3, que era mais agudo, havia um intervalo sonoro x; entre o som
da corda 4/3 e o da corda 2/1 havia um intervalo sonoro y. Os gregos entenderam
que, na matemática do som, y era também o intervalo entre o som da corda maior e o
som da corda 3/2. Assim, a soma dos dois intervalos x e y era umaoitava e isso era
demonstrado pelo produto das razões associadas aos sons:

4

3
.
3

2
=

2

1
.

Suponhamos, agora, que eu queira dividir uma oitava em 12 intervalos sonoros
iguais. Matematicamente falando, definindof1 = f , procuro freqüênciasf2, ..., f12

tais quef : f2 : f3 : ... : f12 : 2f , pois uma oitava está na razão 2:1. Denotando
r = fi+1/fi, i = 1, ..., 11, qual o valor der? É essa razãor, r = 12

√
2 ≃ 21/12,

que os fabricantes de instrumentos utilizam para que as 12 notas soem com intervalos
consecutivos iguais, ditossemitons. Em http://pt.wikipedia.org/wiki/Metro, vemos
que... o metroé definido como sendo o comprimento do trajeto percorrido pela luz
no v́acuo, durante um intervalo de tempo de 1/299792458 de segundo. ... A adoç̃ao
desta definiç̃ao corresponde a fixar a velocidade da luz no vácuo em 299.792.458
m/s. Em música, a nota padrão, a partir da qual todas são definidas, é a notalá, do
centro do piano, denotada porA4, que corresponde a uma freqüência de 440 Hertz,
ou seja, 440 ciclos por segundo. Um diapasão, que pode ser comprado em qualquer
loja de instrumentos musicais, é uma forquilha de metal queé utilizada para afinar
instrumentos (em inglês,tuning fork). Quando você percute o diapasão, ele emite um
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som de 440 Hz, ou seja, um A4.
Na música ocidental, as 12 notas em cada oitava são: A (lá), Bb (si bemol), B (si),

C (dó), C# (dó sustenido), D (ré), Eb (mi bemol), E (mi), F (fá), F# (fá sustenido), G
(sol), Ab (lá bemol). Essa escala de notas é dita uma escalacromática. Os intervalos
entre essas notas são classificados a seguir:

• Primeira justa ou unı́ssono: sem intervalos entre os dois sons.

• Segunda

– menor: distância de um semitom entre os sons.

– maior: distância de dois semitons entre os sons.

• Terça

– menor: distância de três semitons entre os sons.

– maior: distância de quatro semitons entre os sons.

• Quarta: distância de cinco semitons entre os sons.

– Quarta aumentada ou quinta diminuta: distância de seis semitons entre os
sons.

• Quinta: distância de sete semitons entre os sons.

• Sexta

– menor: distância de oito semitons entre os sons.

– maior: distância de nove semitons entre os sons.

• Sétima

– menor: distância de dez semitons entre os sons.

– maior: distância de onze semitons entre os sons.

• Oitava: distância de doze semitons entre os sons.

Por exemplo, o intervalo de A4 até E5, que é no sentido ascendente, é um intervalo
de quinta, composto de 7 semitons: A4 Bb4 B4 C5 C#5 D5 Eb5 E5. Como a
freqüência de A4 é 440 Hz, a freqüência de E5 será440×( 12

√
2)7. Note que( 12

√
2)7 ≃

1.4983, que é próximo de 3/2.
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No piano, se eu saio da nota lá mais grave do piano (A0, 27.5 Hz), eu chego, por
uma escala de quintas, ao lá mais agudo (A7, 3520 Hz) - um intervalo de 7 oitavas:

A0 E1 B1 F#2 C#3 Ab3 Eb4 Bb4 F5 C6 G6 D7 A7.
Os gregos (na verdade, desde o inı́cio do texto, quando escrevo gregos me refiro

aos discı́pulos de Pitágoras) construı́ram a escala dodecafônica de um modo diferente
ao nosso modo artificial (o artifı́cio, no caso, foi gerar intervalos sonoros iguais, a
partir da razão12

√
2). A escala pitagórica foi bastante utilizada pelo ocidente até o

inı́cio do século XIX (não se sabe qual temperamento Bach utilizou na sua célebre
obraO cravo bem temperado, mas os historiadores afirmam que, certamente, não foi
o temperamento em 12 intervalos iguais). Pitágoras utilizou para temperamento o
processo de obtenção de quintas ditas pitagóricas, em que a razão entre as freqüências
é 3/2, e não( 12

√
2)7. Por esse processo, a escala começando em A0 não chega a A7 e,

sim, a uma nota muito próxima dela.
A seguir, veremos que há uma razão matemática para a música ocidental ter es-

colhido dividir uma oitava em 12 intervalos musicais. Essa razão poderia, no lugar
de 12, ter levado a escolher 41, 53, 306, 665, 15601, ou outrosnúmeros maiores de
uma certa seqüência que começa com esses números. O interesse pelo número de in-
tervalos sonoros em uma oitava é muito antigo. Historiadores creditam a Ching Fang
(78-37 AC), um teórico de música chinês, o cálculo da aproximação de 31 oitavas por
uma série de 53 quintas pitagóricas. Em 1713, a escala de 53notas em uma oitava
foi confirmada como a escala oficial da China ([1]). Embora haja referências a anti-
gos instrumentos chineses de sopro e de cordas que usavam esse temperamento, os
instrumentos de corda conhecidos no ocidente, como o guzheng e os instrumentos qin
(por exemplo, o guqin), são afinados e tocados no temperamento ocidental usual de
12 intervalos, pelo menos é o que eu sei até agora (se alguém tem informação desses
instrumentos serem tocados no sistema de 53 notas, por favor, mande-me um e-mail).
O inglês Robert Holford Macdowall Bosanquet idealizou um instrumento com um
teclado nesse sistema, cujo protótipo foi construı́do em 1872-3 e está exposto ainda
hoje no South Kensington Museum, em Londres. Recentemente,uma guitarra nesse
sistema - a dinarra - foi inventada pelo uruguaio Eduardo Sábat-Garibaldi.

A seqüência pitaǵorica de quintas

Vamos apresentar, a seguir, um modo de geração de sons que os gregos utilizaram
- a escala pitagórica de quintas. Primeiramente, vamos dividir a corda PQ em 3 partes
iguais, originando, assim, os pontosP1 e Q1. FixeP1 e vibre a parte maior da corda,
relativa a 2/3 da corda. O intervalo sonoro entre o som produzido com a corda livre e o
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som produzido no trechoP1Q, com a corda apertada emP1, é o que chamamos de um
intervalo de quinta pitagórica. Observe que a razão entrea freqüência de uma onda
produzida no segmentoP1Q e a freqüência de uma produzida emPQ é 3/2. Vamos
gerar, a seguir, uma seqüência de quintas pitagóricas, chamada de escala pitagórica:
dividaP1Q em 3 partes, originando os pontosP2 eQ2. Conclui-se queP2Q é 4/9 de
PQ. Novamente, o som produzido vibrando-se o trechoP2Q, com o dedo apertando
a corda emP2, corresponde a uma quinta exata do som emitido vibrando-seP1Q.

P P1 QP2 Q2Q1

MP’2

Figura 3: Quinta pitagórica

Observação: comoP2Q < PQ/2, o som produzido porP2Q está em outro intervalo
de oitava. Agora,1/2 − 4/9 = 1/2.1/9. Ou seja, o som produzido porP2Q cor-
responde a uma oitava acima do som produzido emP

′

2Q, cujo comprimento é 8/9.
Ou seja, toda vez que o processo gerar um ponto à direita do ponto médio da corda,
que gera um som uma oitava acima, pode-se sempre tomar um ponto correspondente
ao som uma oitava abaixo. Isso é importante para o procedimento porque na divisão
fı́sica por 3 o segmento de corda vai ficando cada vez menor, dificultando a geração
de som. As 7 primeiras freqüências relativas obtidas peloprocedimento grego são 1,
3/2, 9/8, 27/16, 81/64, 243/128, 729/512.

Se continuássemos esse processo sem nos preocuparmos em deslocar a nota de al-
guma oitava para outra, obterı́amos a seqüência de fraç˜oes(ak), em queak = 2k/3k,
que é a relação entre o tamanho dePkQ e PQ. A razão entre a freqüência da onda
produzida emPkQ e a freqüência da onda produzida emPQ é, então,3k/2k. É claro
que esse processo nunca levará a alguma oitava do som original, produzida quando
dividimos a corda em potências de 2. O problema é: quando devemos parar esse pro-
cesso infinito de obtenção de sons? Ou seja, quandok quintas serão aproximadamente
n oitavas? Ou, matematicamente, quais os termos da seqüência 3k/2k que estãosufi-
cientementepróximos de2n? 3k = 2klog3/log2, em quelog é o logaritmo neperiano.
A pergunta então se torna: para que valores dek o númerok(log 3/ log 2 − 1) fica
próximo de um número inteiron?
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Frações cont́ınuas

Uma forma de expressar o número irracionallog 3/ log 2 é através da sua repre-
sentação em frações contı́nuas regulares. Umafração contı́nua regularé uma fração
contı́nua em que o numerador da parte não inteira é sempre igual a 1. Por exemplo, a
fração contı́nua regular de 9/7 é

9

7
= 1 +

2

7
= 1 +

1
7

2

= 1 +
1

3 + 1

2

.

Representamos então 9/7 por [1,3,2] (observe que [1,3,3]=[1,3,2,1]). Não é difı́cil
mostrar que um número racional tem uma representação finita como uma fração con-
tı́nua regular. A recı́proca é obviamente verdadeira. Se exigirmos que a representação
de um número racional, diferente de 1, não pode terminar em1, essa representação é
única.

Um teorema nos diz que dada a representação de um número irracionalx em
frações contı́nuas regulares, que é infinita, a seqüência de racionais resultantes dos
truncamentos da fração contı́nua, que chamamos deconvergentes, converge para x
(ver [2], [4]). Por exemplo, a expansão em frações contı́nuas regulares delog 3/ log 2
é [1, 1, 1, 2, 2, 3, 1, 5, 2, 23, ...]. Isto quer dizer que os convergentes da representação
de(log 3/ log 2 − 1), que é [0, 1, 1, 2, 2, 3, 1, 5, 2, 23, ...], serão aproximações para
n/k, em quen é o número de oitavas ek é o número de quintas.

[0, 1, 1, 2, 2, 3, 1, ...] = 0 +
1

1 + 1

1+ 1

2+ 1

2+ 1

3+ 1

1+ 1
···

e a seqüência de seus convergentes é a seguinte:

[0] = 0

[0, 1] = 0 +
1

1
= 1

[0, 1, 1] = 0 +
1

1 + 1

1

=
1

2

[0, 1, 1, 2] = 0 +
1

1 + 1

1+ 1
2

=
3

5
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[0, 1, 1, 2, 2] = 0 +
1

1 + 1

1+ 1

2+ 1
2

=
7

12

[0, 1, 1, 2, 2, 3] = 0 +
1

1 + 1

1+ 1

2+ 1

2+ 1
3

=
24

41

[0, 1, 1, 2, 2, 3, 1] = 0 +
1

1 + 1

1+ 1

2+ 1

2+ 1

3+1
1

=
31

53

etc. Os convergentes são aproximações bastante interessantes, como veremos no teo-
rema a seguir, cuja demonstração pode ser acompanhada em [2] (Teorema 2).

Teorema 1 Sex é um ńumero irracional ent̃ao todo convergenteAn/Bn dex é uma
aproximaç̃ao ótima dex, no sentido que

a

b
6= An

Bn
e0 < b ≤ Bn ⇒ |Bnx − An| < |bx − a|.

Note que, seAn/Bn é um convergente dex, então

Bn

∣∣∣∣x − An

Bn

∣∣∣∣ < b
∣∣∣x − a

b

∣∣∣ ,

e isto implica que ∣∣∣∣x − An

Bn

∣∣∣∣ <
∣∣∣x − a

b

∣∣∣ ,

pois 0 < b ≤ Bn. Assim, para qualquer fração diferente de 7/12 (que é o quinto
convergente de (log 3/ log 2 -1)), com denominadorb entre 1 e 12, e com qualquer
numeradora, temos que

∣∣∣∣
(

log 3

log 2
− 1

)
− 7

12

∣∣∣∣ <
∣∣∣∣
(

log 3

log 2
− 1

)
− a

b

∣∣∣∣ .

Vamos comparar, agora, as aproximações dadas pelos convergentes com os inter-
valos gerados pelos instrumentos de hoje em dia, que têm temperamento igual. O
segundo convergente é 1/1, ou seja, estarı́amos aproximando a oitava de A0 a A1 pelo
intervalo de quinta pitagórica de A0 a um som pouco mais agudo que E1 (lembrando
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que( 12
√

2)7 < 3/2). Essa aproximação é péssima. O terceiro convergente ´e 1/2, ou
seja, estarı́amos aproximando o intervalo de A0 a A1 pelo intervalo de A0 a um som
pouco mais agudo que B1 (de A0 a B1 são duas quintas normais: A0 E1 B1), que
ainda é muito ruim. O quarto convergente é 3/5, ou seja, o intervalo de A0 a A3 é
aproximado pelo intervalo de A0 a um som entre Ab3 e A3 (A0 E1 B1F#2 C#3
Ab3 são 5 quintas normais).

O quinto convergente significa aproximar 7 oitavas por 12 quintas pitagóricas.
Veremos que, nesse caso, a estimativa para o intervalo entreA7 e a aproximação de
A7 é muito razoável:

27.5 × [(3/2)12

27.5 × (
12
√

27)12
≃ 1.0136 < (

12
√

2)1/4 = 0.0145.

Notemos que o intervalo é menor que 1/4 de um semitom atual, que é um intervalo
quase impossı́vel de ser detectado pelo ouvido humano. Transladando as 12 quintas
pitagóricas para um intervalo de uma oitava (veja observac¸ão acima), obtemos uma
divisão de uma oitava em 12 partes desiguais - o temperamento pitagórico.

O sexto convergente implicaria em criarmos uma escala de 41 notas. Embora
existam alguns teóricos de música que defendem esse temperamento, poucos se aven-
turaram pela composição nesse sistema. O pianista e engenheiro húngaro Paul von
Jankó, que foi aluno do célebre compositor austrı́aco Anton Brückner, construiu em
1882 um piano com essa afinação, que está em exposição permanente no Gemeente-
museum, na cidade holandesa de Haia.

Finalmente, o sétimo convergente (31/53) é o que deu origem a um sistema bas-
tante abrangente. A teoria musical turca moderna utiliza esse sistema, mais do ponto
de vista teórico do que prático, pois tem que contemplar tanto a música tradicional
turca, com seus diversos microtonalismos, como a música árabe, cujo sistema utiliza,
predominantemente, 17 notas dentro de uma oitava.

A música do século XXI tem a seu dispor uma tecnologia de áudio que avança
dia a dia a passos largos. O microtonalismo, que é como se chama a criação de
música com escalas com mais de 12 notas por oitava, é uma escola de composição com
muitos adeptos hoje em dia, que dispõem de diversos instrumentos, eletrônicos em sua
maioria, para gerar sons com freqüências especificadas pelo usuário. A matemática
é uma ferramenta cotidiana para esses compositores. Por exemplo, há o problema de
transcrição melódica nesses sistemas microtonais, queé resolvido a partir de operações
com matrizes. Entre os compositores que utilizaram o sistema de 53 notas, destaca-
se o americano Ben Johnston, nascido em 1926, que compôs música de câmara no
sistema de 53 notas (por exemplo, os String Quartet No. 2 e No.3). Em 2006, o ucra-

Revista da ORM/SC no 6, 2009



REFER̂ENCIAS 55

niano Mykhaylo Khramov lançou o cd Another Tuning, onde hácomposições para o
teclado de 53 notas de Bosanquet (as músicas do CD estão disponı́veis na rede). Há
diversos outros sistemas microtonais, modernos e antigos.Entre os antigos, há o indi-
ano, utilizado nas composições de ragas, com 22 notas. Háoutras razões matemáticas,
além de frações contı́nuas, para a adoção desses sistemas. Mas vamos ficar por aqui,
pois precisarı́amos de mais técnica de Teoria Musical parafalar mais sobre isso (veja,
por exemplo, [1]).
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